Feuille dexercices n° 35 Déterminants
Déterminants |
Exercice | : Calculer les déterminants suivants :
2 -1 -1 1 21 2 ay Gy Qp,
-1 2 -1 1 313 a; a, :
11
-1 -1 2 2106 : ay
84 8 4 117 a, a; aq
35 3 5 a b c 1 1
626 2 a b 1 1 (0)
1 w W? a .
B] | ? 1 Lo o1 (0) 11
2
w' 1w 0100 a+b a a
ol w est une racine 10 1 1 a a+b
cubique de I'unité. 2 3 1 1 21) a
z 1 1 1 11 1 1 a a a-+b
1 = 1 1 —b— 2 2
. z€ER. 1 -1 1 1 a c a a
1 1 z 1 1 1 -1 1 \ 2b b—c—a 2b
1 11 2 1 1 -1 2c 2c c—a—>
11
B 9 7 3 aZ+b® b2+ 2+ d?.
15
106 1] 8 14 0 a® +b b+ B +ad
3 4 15
@‘ 5 6 91 0 —21 1 -1 a+b ab a®+ b2
10 2 a a b 0 [24] [b+c¢ be b2+
3 45 a a 0 b c+a ca c+a?
5 6 7 g 0 a a @ V2 ab
c a a
10 —1 b2 ab a2l
8] |2 3 5 10300 ab a?® b
41 3 01030 a b (0)
01 2 3 a 0 a 0 3 c
193 0 b a 0 a 0 [26]
301 2 1 0 0 1 o0 ) )
0110 0 —4 3 0 0 ) (O)
1001 -3 0 0 -3 -2
10 ‘
1101 0 1 7 0 0 (0) b
1 110 4 0 0 7 1 b b a
n n n
0 D
n+1 n+1 n+1
0 P .
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Fewille dexercices n° 35 Déterminants

a; + by b, by 12 ... n
by  agtby by .. by 2 3 1
. . : . :
n 1 n—1
bnfl
0 1 2 n—1
b, b, a,+b 0 1
al_bl al_bn 2 1 0 2
: P (n=3). : oo
CLn_bl an_bn n—1 .. 2 1 0

Pour : Chercher une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. On notera « et 3 les racines dans C de I’équation

caractéristique, et on exprimera le déterminant en fonction de « et (.

Correction :

[1] £ détervminant de b, matrice (a b)w;“ b

c d c

dinectement le déterminant.

7 11

= ad—be. Done =7x4—11x(—8) = 116.

ay; G Qg3
(91 G2 (23] = A1 A99033 + A19093031 + G91 039013 — Q13095031 — G11033093 — (13091033

az; Az Aazz

6
15/ =1x4x214+0x15Xx54+3X6X6—5x4x6—6x15x1—-3x0x21=-—18

21

ot W =
DD = O

ﬁm!%%@?mmblww%'mm3x3.
Mmé&od&?emmmwmm@mm%maﬁemm%m

%MWWMWW&WQLi%Li—)\LjaQohbeed,éb@wnMwﬂbtnebbeQem@me.Jmaéjm

L |10 2 10 2 (1) 2 21
L2 i)) 4 5 = L26L273L1 O 4 _1 = 73 = 1 X 4 X (—%) == —6
Ly 5 6 7 Lg¢Lsy—5L, 0 6 -3 Ly Ly—3L, 0 0 —5
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Fewille dexercices n° 35 Déterminants

%mmmmmrmmﬂ&gm?ammmgomﬂmﬁmﬂmm - deo‘mﬂw

wﬁoavne%m@e[u&mdeo.
Llo1 203 0 1 2 3
A_ |l 230 O I A
L1230 1|7 e, |0 -1 =61 6 e s
L3 0 1 2| g s, |0 —6 —8 2

?MM&MWSX3M@Q&WMOW%WMMM%

L, 1 2 3 1 2 3 4 4
“A= g, |-1 =6 1|= e, |0 —4 4 |=1 A 202—96
L, | 6 —8 2 Ly Lgton, |0 4 20
Done A = 96.
01 1 0 01 1 0
L
1001 100 1| [Ob1
A = Lo — =0 1 O
L31101 L39L37L20100 111
L, 1 1 1 0 1 1 1 0
GNWWWMWW@%WW
0 1 1
A=0 1 0 =1><1 1:—1
111 10
Wdcdiemgonmw
L. |1 2 1 2 1 2 1 2
1131 3 0 1 0 1 Lol
[ V7 _ Ly,+Ly—L, —| _
A 3 2 2
L, 2 1 0 6 Ly¢ Ly—2L, 0o -3 —2 2 1 0 5
L, 1 1 1 7 L,L,~L, 0O -1 0 5
WWEWMWQQLWM
A7 = -2 x ! 1:—12
-1 5
a b c
Al =lc a bl=a>+b>+c—3abe.
b ¢ a
obmmmwx:awh de Forvus :
1 0 0 1
01 0 O Lot
Ay = =+11 1 1j=-1
1 0 1 1
2 1 1
2 3 1 1
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Fewille dexercices n° 35 Déterminants

-1 11 ~1 1 1 1
A= s L=l 1 1| e, | 000 202
Ll 11 -1 Ll | 0 2 0 2
L1111 LeLoL, | 0 220

&Wmmtw%mmwm@wwm&w&mmwm%mm?m

wmm@m@hwwm@mmmﬁ%@md@5m

10 0 -5 15 2 0 —1
—2 —2
A4: 7 3 0 5 7 3
8 14 0 2 8 14 2
0 -—21 1 —1 —21 —1
2 0 -1 3
Ay =5x2x| 50
0 1

0 —-21 1 -1

&%%W@%WMWMM&W&@@Q@M@QQWM

W@W@?M:

1 0o -1 3 10 -1 3
1 —

Ay =5Xx2x2x i 50 =5XxX2x2xT7Tx 50
2 7 0o 1 0 1
0 —-21 1 -1 0o -3 1 -1

0o -1 3

1
01 1 2 3
A4:140><O ) =140x |1 2 —5| =140 x 56 = 7840
-3 1 -1
0 -3 —1
L, |a a b 0 a a b 0
A L |@ @ 0 o _ LyelaL, 0 0 —=b b
>, 0 a a 0 a a
L, 0 ¢c a a L,«L,~Ly —C C 0 0

@%WW%W&W@M@Q@M:CQ(—CQ+01@LC3<—C3—C4‘[\D&J}L

o@b@rﬂ)bumed@vni@ze&xam@@aﬂﬁaddm’w&??m,:

a 2a b 0 % b 0

A, = 0 =2 b\ il 0 —2 b |=be(be —4a?)
c c 0 a B 0
— 0 0 o0
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Fewille dexercices n° 35 Déterminants

@n@o&dhﬂo&d@%or@wﬂmCl<—C1—C3etC2<—C2—C4d,o'wdéuermmeIw)bwﬁwhban,

1 0 3 0 O [-2 0 3 0 O

-2 0 3 0 0 —2 3 0
01 0 3 0 0O -2 0 3 0 0 0 3 0 0 0 3

Ag=la 0 a 0 3[=|l0 0 a 0 3/=(-2)x ¢ +3x

0 0 a O b 0 a O
b a 0 a O [b 0 0 a O

b 0 0 a 0 b 0 a
0O b 0 0 a |0 b 0 0 a

&memwd@wwwaummuem

-2 3 0 -2 3 0
Ag=(=2)xax|0 a O[+3xbx|0 0 3|=4a®+270
b 0 a b 0 a

NMMWMW&MMWWWW@WWWW%
@W@Nmo%ombwm%@%w®nmwaﬂwnﬂm@%m&mmeucl & Cy o

C, &Gy
1 0 0 1 0 0 O 1 1 0
0 -4 3 0 O 3 4 0 0 O
A, =-3 0 0 -3 =2|=—|0 0 -3 -3 =2
0o 1 7 0 O 7T 1 0 0 0
4 0 0 7 1 o 0o 4 7 1

7 1 0 0 0
3 -4 0 0 0
A,=+0 0 —3 —3 —2
00 1 1 0
00 4 7 1

&mmu@mwmmeM¢mmmmkw
7 1[0 0 0

3 =410 0 0 o -3 =3 =2

A,=[0 0 [-3 -3 =2 =‘3 4>< 1 1 0|=(-31)x(—6)=186
0O 0|1 1 o0 - 47 1
0o 0|4 7 1

a; Gy a,, Ay G =G A3 —0ap - Ay — O
a; a : a, 0
A= =1, . L
a2 : . . . a2 al
ay ay Gy ay 0 0 0
On, dm.ve@o??& F,O)L m,muvzb & lo dernisne QA%/we :
ay — ay e, — Oy
0 :
Ay =(-1)"q , o = (1" tay(ay —a;)"*
0 0 ay—a
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feuille d exercices n” 35 Déterminants
@w@mam@ed&@vmw@dmm&m%wﬂomw@m
Ay =ay(a; —ay)"
hamTQowA/Q@QA?meLzrmLz Ll(mmmwum%mmm&
1 +1 1 +1
1 1 0 1 —1
Ap=1 11 = 11
1. 1 1. 1
?MMW&J&WLSWL3—L2(aﬁfynﬂmv&alaga@de(?aqwu&&%meLQ)d:mwnﬂ/m

ainsi, de suite jusquds Ly 1 ¢ Ly 1 =Ly (nm%mﬂ@@%mmfdﬂm@);

1 +1 1 +1
0 1 —1 0 1 —1
0 1 +1
1 1 :
“o 0 1 (=1~
1 1 1 1
@n@WW&WWLn%Ln—Lnilw%Mi&WMM
mdeb@vnwnan&d/umemabuwfhmwm::
1 +1
0 1 —1
0 1 +1
Ay = . =1—(=1)"
1 (="
0 1—(—1)"
0  sin esb nai
&CA)‘T\O&MMLAQZ{2 ] %LW
o n vrm[\m)b
@nmumclmmmclwwwmo
a+b —b —b
a+b a a
A a b 0 0
Ay = “ ot =| a 0 R
: a
- b 0
a a a+b
a 0 0 b

WW&WWLle1+L2+L3+M+Ln (woewww&mm@rm:goweogwor;@wm
L1<—L1+L2MLleLﬁL&cﬁwwd@m%mmgamemomhwm

na+b 0 0
a b 0 0
A;=| a 0 | = (na+ b)b™ L.
- b
a 0 0
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Fewille dexercices n° 35 Déterminants

(a+b+c)?
2abc(a —b)(b—c)(c—a)
(a—Db)(b—c)(c—a)(ab+ ac + be).

21 -2

an+1 . 5n+1

a_3 ol o # B sonb les nacines de X2 — aX + be = 0.
(n+1) (g)n v o =B
a"3(a —b)(a? + ab — 2(n — 2)b?).
]
aQy ... @, <1+fL1+...+l)71>_
1 n
0
)1 5 n=0ou l(mod4)
[27] Notation : &, = {_1 o
n—1
Enn (Qn—&—l)
(=)™ (n—1)27 2

Exercice 22 : Dans R3, on considere les vecteurs u = (1,2, —1), v = (3,0,m) et w = (m, 1,1).
Déterminer les valeurs du réel m tel que (u,v,w) soit une base de R3.
cos(x+a) cos(x+0b) cos(z+c)
Exercice 3 : On note pour (a,b,c,z) € R* et D(x) = |sin(x +a) sin(z +b) sin(z +c)|.
sin(b—c¢) sin(c—a) sin(a—b)

Montrer que D(x) ne dépend pas de x, et que D(x) < 0.

1 2 ... ... n

n 1 :
Exercice 4 : Calculer D =|: -

3 4 1 2

2 3 n 1

Correction : &WWW%LW@.G%W@QW%WM:

1
n{n+1) 2 3 n
2
1 2 3 n
nin+1) 1 9 ne1
2 1 2 n—1
. _nint ..
1 1 4 1 2
nin+1) 4 1 9
2 1 3 n
. s
n(n;— ) 3 n 1
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fewille dexercices n°35

Déterminants

Vie[lin—1] L« L, —L;,, :

0 1 1 1
0 1-— 1 1
~n(n+1) | " )
- 2 . .
0 1 1—n 1
1 3 n 1
@w dyueﬂor,re ‘I'\O)b moﬁ\;onb & Qo, I\h@/m/wﬁe oo@(yn/r\/e :
1 1 1
1—n 1 1
 (—qyn nn+1) ) L :
2 ) .
1 1—n 1
n—1
Vie[2;n—1] C,«+ C,—C; :
1 0 0 0
m+1)| "
= (et BT 0
2 .
1 0 0 —m 0
n—1
@% dﬂue@om‘»@ Iw)b ’IOMD’IL Q Q@ IVL@[TM,Q)IB QA%A’\E/ :
TL n cee cee n
_ (e D 0
2 M . . . .
0 0 —m O
n—2
Vie [[2;n—1ﬂ, L,«<L,+L,_; :
= (il)nJrIM 0 m - n _ (71)n+1 TL1+n72<TL + 1)
2 I ot 2
n—2
SDW D_ (_1)71,+1nn,—1(n+1)
2 - 2 .

Exercice S : Calculer les déterminants suivants (les premiers de taille n et le troisieme 2n)

1 2 1 b ab - b b 0 a O b 0
) 0 0o 0 - 00
D, = (0) 5 — b a A, =
(0) 2 1 b - "
L2 boa b 0 0 a

Exercice [ : Calculer le déterminant de :

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier ﬂ‘
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Fewille dexercices n° 35 Déterminants

‘ A= (amiﬂ(ivj)>

2] B=(li—Jl)

Exercice T (Déterminant de Hurwitz) : Soient a,b,c € R avec b # c.
a (b)

; C= <5z’+]‘,n+1)1<i7j<n' (Sh (a; + aj))

1<4,5<n

1<i,j<n’

On considére D(a, b, c) = .
(c) a

[1] Montrer que D(a + X, b + X, ¢ 4 X) € R [X].

En déduire D(a + X, b + X, ¢ + X)) puis D(a, b, ¢).
Exercice 8 (Déterminant de Vandermonde 1) : Soient n un entier supérieur ou égal & 2
et a,...,a, n éléments d’'un corps K.

On appelle déterminant de Vandermonde 1’élément de K défini par :

2 n—1
1 a; a7 .. af
2 n—1
_ j—1 |1 ay a3 ... ay
(a17 7an) - det ((a’L )1<17]<n> - .
2 n—1
1 a, a; )

Montrer que, Vn > 2, V(aq,...,a,) = H (a; —a;).

Correction : &M%LWWC&W@M&&WW%WW
M@%WW@%WN.W(WWWMW)
@mmmmmmcl,...,cnmw&mwmmw,
[1] Cout d'abord, thowsons une nellafion, de nécunnence :
Premiére et naturelle méthode :

@GWWWWW@OM%WM%W%W

L,«<L,—L, I\ou)bie[[l;n—lﬂ.

2 2 n—1 n—1
0 a —a, aj—a, ap Qay,
2 2 n—1 n—1
v 0 ay—a, a3—a; .. a3y —ay
(ay,...,a,) = . . . .
2 n—1
1 Ay, ay ap
On de/uermw Pa)u MTTML & la Wrrwefue colonne :
2 2 n—1 n—1
a; —an, ar —an ay — Gy
_ n—1
V(alv 1an) - (_1)
2 2 n—1 n—1
Ap—1 = Qp Ap_y — 0y Ap_1 — 0y
k—1

@&b@ﬂaﬁ%ﬂhﬂx@,VkEN*/a?—aZ:(ai—an)E aéaﬁ_l_l,mg@(bohm%im&%ﬁ@
por @; =y powv i € [1;n—1]
- 1 a +a, a? + aya, +a? oA+ al Ba, 4+ aat 3 4 a2

V((Zlﬂ ﬁan,> = (71>n—1 H(a'i - an) :
i=1

2 2 n—2 n—3 n—3 n—2
1 A1 + ay, a"n—l + Ap 10y, + ay, an—l + an—lan +..+ Ay 10y + ap,

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI



Feudlle dexercices n° 35 Determinants

@g:)ou)bje[[2;71—1]]%M%%%WWCjFCj—Ganfl :

1 aq ai .. a7
V(ay,...,a,) = (=1)"" ﬁ(ai ] a e 6
1 oa,, a; ap_i
Dor n—1
V(ay,...,a,) =V(ay,...,a, 1) H(an—ai). (VAM)
i

Deuxiéme méthode :
colonne : C,, esb WTLTJZW,a por Cp =, Cy o, puity Gy sl WT&;@ por Cpy =, Cp e
W'c‘» C, qui enlb 'lyrn,r.&lwe pan Cy—a,C;.
@fn, o@hpjﬂb donc :

2 n—1 n—2
1 a —a, ai—aya, .. a " —al “a,
_ 2 _ n—1_ n—2
V(ay,...,a,) = 1 ay—a, a3—asa, .. aj ay “a,
1 0 0 . 0

@nd@%wm@d@ad&v@g%&w%af—af—lan:af_l(ai—an) powr
olteni -

a;—a, a(a;—a,) at*(ay —a,)
V(ay,...,a,) = (=1)""1| %27 as(ay —a,) .. a3y *(ay—a,)
Ay — Gy

@NmmmuwmmwwaMm&%ﬂm%

@amm%im%mwai—an:

1 a, a? a2
V(ay, o a,) = (=1)n1 Tﬁ(ai _a,) 1 ay a3 ... ay?
i1
1 oa,, a;, a,t
Done, 1
V(ay,...,a,) :V(al,...,an_l)n7 (a, —a;). (VdM)
i=1

Troisieme méthode :
@ o Qa,ouj;e Pﬂeoedmﬂieb bmw

C, +Cp+ > AC,
i=1

1 a df P(ay)
2
V(al, ,an): 1 ay a3 P(az)’
1 a, a P(a,)

o«LP%twmroﬂijzm@umramd@de%nén—l.
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Fewille dexercices n° 35 Déterminants

© On s el gown Pl ot o, squinat: s doies do P) s poynime P = [[ (X0,
unibaine do dagne 1 — 1. o
© fo dernisne colonne seonit alors (0, ...,0,P(a,,)) amd@%ﬂmwmm
V(ay,...,a,) =Pla,) x V(ay,...,a, ;).

@@mmw@delj( ﬁa—a,mm?@w&mwmz

V(ay,...,a,) =V(ay,...,a, 1) H (a, —a;) (VdM)
i=1
Quatriéme méthode :
@GWWQMMWWM%WQ@MV(%,...,an_l,X):
n—1

1 Ap—1 a%—l anq
1 X X2 xn-t

.&d&w@?or,?u/ﬂl}rwbwm Q@d@mw@v@&x(yrw remanque que V(ay,...,a,_1,X) esb un
Po&a/nmedeﬂ( ded.e%)w/nfl
?mtouxje[[yn—llV(al,...,an,l,aj)@m&?méﬁnhm%tm&.

@ffe(w%mm (@ys e sy, X), admettant les 7 — 1 nacines a;, j € [1;n—1], i eccitte
do/no/\E[KbJ,ﬂue

V(ay,...,a, 1,X —/\H
@&m%w@@xnflwA@%a@%&vwwwa&mm&%mowm

89 mineuhy An,n = V(al, ,anfl) :
V(ay,...,a, 1,X)=V(ay,...,a, ;) (X —ay).

mezawmm?ﬂ,h;e?oﬂmdenéuummz

n—1
V(ay,...,a,) =V(ag,...,a,_1) H(an —a;). (VAM)
i=1
$ 6 > = L — ;).
SDe/mmwbtmb,, I\m heauwvrence, W vn = 2, V(al, ,an) 1<i1;j[<n(aj az)
1 a
Pun n =2 on o bien V(a;) = . al =ay—ay & H (a; — a;) = ay — a;. Lo ndlabion, est
2 1<i<j<2

?memmw%@wmmwﬂmn>&ozmoofnmd@ueV(al,...,an,anH)
gDm[\/vebf (VdM),om/Q/oBohb,:

V(alv""anvan+1) ala H Apy1 — i
i=1

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier 11 | PTSI



Fewille dexercices n° 35 Déterminants

n

— H (aJ —a;) | (a1 —a;)

1<i<g<n =1
= | | (aj —a;).
I<i<j<n+1

&w&nm%tmﬁéﬂmm%m&m@awmdenzze%mmwmwwm
Wd?:

Vn>2, V(ay,..,a,)= H (a; —a;).
1<i<j<n

|1]. Alexandre-Théophile Vandermonde (parfois appelé Alexis-Théophile), né a Paris le 28 février 1735 et mort
a Paris le 1°* janvier 1796, est un mathématicien francais. Il fut aussi économiste, musicien et chimiste, travaillant
notamment avec Etienne Bézout et Antoine Lavoisier. Son nom est maintenant surtout associé & une matrice et
son déterminant.

F. PUCCI - Lycée Jules Garnier 12 | PTSI



Index

Application
n-linéaire, 21
alternée, 6
antisymétrique, 21
multilinéaire, 6
symétrique, 6

Base, 21

Caractérisation
des automorphismes, 23
des bases, 21
des matrices inversibles, 13
Cramer
Formules de, 24

Déterminant

d’un endomorphisme, 22
d’un produit de matrices, 14
d’une famille de vecteurs, 20
d’une matrice

diagonale, 11

triangulaire, 12
d’une matrice carrée, 7
d’une matrice inversible, 13
de l'inverse d’une matrice, 15
de la transposée d’une matrice, 15

Invariant
de similitude, 15

Matrice

de dilatation, 11

de transposition, 11

de transvection, 11

inversible, 13

semblable, 15
Méthode

Déterminant d’une matrice, 13
Mineur, 17

Opération
élémentaire, 12

Projecteur, 22

Regle
de Sarrus, 19

Symétrie, 22
Systeme
de Cramer, 24

Vecteur

colinéaire, 20
coplanaire, 21
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