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Exercice 1 : Soient f et g deux fonctions de R dans R.

Traduire en termes de quantificateurs les expressions suivantes :

1. f est majorée; 7. f est croissante ;

2. f est bornée; 8. fest la fonction nulle;

3. fest paire; 9. f n’a jamais les mémes valeurs en deux
4. f est impaire; points distincts ;

5. fne s’annule jamais ; 10. f est inférieure a g;

6. f est strictement décroissante ; 11. f atteint toutes les valeurs de N.

Exercice 2 : En utilisant convenablement les quantificateurs, énoncer le théoréme des valeurs inter-
médiaires appliqué aux fonctions strictement monotones.

Exercice 3 : Soient les nombres réels x, x,, .., z,,. Traduire en langage formalisé les phrases suivantes :

1. Les x; sont tous nuls 5. Les z; sont égaux

2. L'un des z; est nul 6. 2 au moins parmi les z; sont égaux

3. Les x; sont non tous nuls 7. 2 au moins parmi les x; sont distincts
4. Les z; sont tous non nuls 8. Les x; sont tous distincts
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Exercice 4 : Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniere la plus précise possible, les
énoncés qui suivent :
1. Pour tout z € R f(z) < 1.
L’application f est croissante.
L’application f est croissante et positive.
Il existe z € R, tel que f(z) < 0.
Il existe « € R tel que quel que soit y € R, si < y alors f(z) > f(y).
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Exercice 5 :

1. Montrer que les assertions (P V Q) et (]? = Q) sont équivalentes.
2. Application : Montrer que Vz € R, max {z?, (x — 2)?} > 1.

Exercice 6 :

1. Déterminer les solutions réelles de I'équation v + 6 = x.
2. Montrer qu'il existe un unique réel z tel que vV — 2 = v/2z — 1.
3. Résoudre dans N, I’équation z(x 4+ 1)(2z + 1) = 84.
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Exercice 7 : Montrer, par récurrence sur n € N, les propriétés suivantes :

1. Soit (uy,)pen telle que ug =1 et, Vo e N, u,,; = +/3u

ne

Montrer que Vn € N, u,, est majorée par 3.

v +1

2.VneN, 14+24+3+...+n= n(712>

VneN, 12 +224+32 4+ +n2_”(’”‘1>(2”+1)
) cee = 6 .

VneN,14+3+5+...+(2n—1) =n

Vn €N, 7" —1 est divisible par 6.

Vn>4,2" > n2.

Soit (uy, )pen telle que ug =0 et, Vn € N*, u, ., = u, +3n(n+1).

U RECIRNC

Montrer que Vn € N, u,, est un multiple de 6.

Exercice 8 : Soit la suite (u,,),,c) définie par uy =u; = —1et Vn e N,

Montrer que, Vn € N, u,, = 3" — 2L,

Correction : On montre ce résultat par récurrence double sur n € N.

Pour n =0, uy=—-1=3—-2 =1—-2=—1et pour n =1, u; = —1 = 3! — 22 donc la relation est
vraie pour n =0 et n = 1.

Supposons qu’il existe un entier k € N, tel que u, = 3% — 2~+! = 3kl — 242 (et seulement

pour ce k).

et Upyq

Par définition de (u,,),cp, Upio = Dugyq — 6uy, = 5(3FFL — 2842) — 2 5 3(3F — 2~F1)
— 3kz+1<5 _ 2) _ 2k+2<5 _ 3) _ 3k+2 _ 2k+3.

La relation est donc vraie pour k + 2 et la propriété est héréditaire.
Etant initialisée & partir de n = 0, la propriété est vraie pour tout n € N :

u,, = 3™ — 21
" :
Exercice 9 : Soit la suite (u,, ),y définie par uy = u; =1 et Vn € N,

U =U, + ——U,_1-
n+1 n n+1nl

Montrer que, Vn € N*, 1 < u,, < n?.
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Correction : Pour ’hérédité,

2 2 n—1
< n? —1)?=n’+2(n—1

<n2+2(n—1):n +2n+1—3<(n+1)2.

un+1 = U, +

ou
2 2
=u, + +1n1<n+ +1(71—1)
n® +3n2 —4n + 2 n®+3n2+3n+1
— < - 12.
n+ 1 S ntl (n+1)

Exercice 10 : Soit (u,,),cy la suite définie sur N par son premier terme u, = 1 et la relation de
récurrence, Vn € N*,

1
Up g = m(u% +u? + ...+ ud).

Montrer que, Vn € N, u,, = 1.

Exercice 11 : Soit (u,, ),y une suite réelle telle que uy >0 et Vn e N, u,,; < Zuk.
k=0

Montrer que Vn € N, u,, < 2"u,.
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