Ensembles Feuille d’exercices n°2

Ensembles |

Soit A une partie d’un ensemble E, on notera A, le complémentaire de A dans E.

I/ Ensembles

1
Exercice 1 : Montrer que {z? +2z+1/z € R} C [2 ; 400 [

Exercice 2 : On considere les ensembles A et B définis respectivement par les propriétés P et O ci
dessous. Quelles sont les inclusions possibles ?

1. P:y=2a%et O: y? =2
2. R: 0<y<Vl—22et8: y? <1 —22

Exercice 3 : Montrer que les ensembles A =R_et B={z € R/Vy€R,, y >z} sont égaux.

Exercice 4 : Soient E un ensemble et A, B,C € #(E). Montrer que
1. ACB « BCA < AUB=B < ANB=A < AUB=E < ANnB=a.
2. AUB=ANnC <« BcCcAcC
3. ANB=AUB < A=B.
4. (AnB=ANC)et ( AUB=AUC) < B=C.

Exercice 5 : Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E.

AuUB=ANC

1. Montrer que <k BUC=BNA = A=B=C
CUA=CnB
. J BNC)CA

2. Montrerque.{<C\D)CA = (B\D)CA

Exercice 6 : Soient (4A;) ; une partition d’un ensemble E et B C E un sous-ensemble non-vide de E.
K2

Montrer que (BN A;) | forme une partition de B.
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Ensembles Feuille d’exercices n°2

Exercice 7 : Soient E un ensemble, n > 1 un entier et A,, .., A, des parties de E telles que :
o A =0 e A =E. e A,CA, C...CA,.

On pose, Vk e [1;n—1], B, = A, \ Ay,

Montrer que (Bk)1<k< . forme une partition de E.

SN—

Exercice 8 : Soit E un ensemble et .4 une partie de P(E). On dit que A est une algébre de parties E
si les conditions suivantes sont vérifiées :

e A n’est pas vide.
e Si X € A, alors E\ X aussi.

e A est stable par union finie, autrement dit : pour tout n € N* et toute famille U,, .., U,
n
d’éléments de A, on a U U, € A.
i=1

1. Montrer que P(E) est une algebre de parties de E.
2. Montrer qu’une algebre de parties de E est stable par intersection finie.
3. Combien d’algebres de parties y a-t-il si E a exactement trois éléments ?

IT/ Applications

m
@
Exercice 9 : Déterminer I’ensemble image de chacune des fonctions suivantes : CED
l.g.: R, — R 6. g6: R — R o
®
r — z B L )

2 +1

2. g,: RN — R

. N R

x +— In(z) 7 91 7
— |z + 1]

3.93: [0;7 — R

8. g5 R — R

x — cos(z
(@) — |z 42|+ |z — 3]

49,0 R — R

z +— x22+3z+5 9. g9: R — R
2 — | —
5.5+ R\N{1} — R — |z +2] — |z -3
2x —1 10. g;p: R — R
v r—1 r +— x+cosx

Exercice 10 : Soit f une fonction de domaine de définition 2.

Exprimer celui de e/, cos(f), \/f, In(f) et en fonction de 2.
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Exercice 11 : Soit f: R+ R définie par f(z) = 22.
Déterminer les images directe et réciproque des parties suivantes :

1. R 3. {3}. 5. [—2;0]. 7.1 —4;—2[U[1;3].
. 4. {—71}. 6. [—1:4].

Exercice 12 :
1. f:x+— ze® est-elle injective sur R ? Déterminer son image f(R).

2. Déterminer Img pour g: R} — R

z +— z?lnz

Exercice 13 : Soient f une application de E dans F ainsi que deux parties A, B telles que A C E et
B C F. Montrer que :

1. f(ANf71(B)) = f(A)NB.
2. f7Y(F\B)=E\ f}B).

Exercice 14 : Montrer que 'inclusion f(ANB) C f(A) N f(B) est une égalité si, et seulement si f est
injective.

Exercice 15 : Soit f une application sur un ensemble E.
1. Montrer que f est injective si, et seulement si pour toute partie A de E, f(CgA) C Cyf(A).
2. Montrer que f est surjective si, et seulement si pour toute partie A de E, Cy f(A) C f(CgA).
3. Cas d’égalité?
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