Commentaires : Cessez d’écrire le résultat a montrer sans mentionner que c’est ce que vous allez faire!
Soit E un ensemble.
Pour toute partie A de E, on appelle fonction indicatrice de A, notée 1 ,, 'application définie par :
1,: E — {0,1}

1 ,sizeA

x ]lA(x):{

0 sinon.
Montrer que pour toutes partie A et B de E, on a :
Par double implication, supposons que 1, = 15 et montrons que A = B par double inclusion.
Siz e Aalors Ig(z) =1,(x) =1et z € B. Donc A C B.
De méme, si z € B alors 1,(z) = 1g(z) =1 et x € A. Donc B C A.
Finalement, A = B.
Réciproquement, si A = B alors Va € E, 1, (z) = 1z(x) i.e. 1, = 15.
Conclusion, 1, =15 < A =B.

La fonction indicatrice caractérise donc I'ensemble i.e. deux ensembles ont les mémes fonctions
caractéristiques si, et seulement si ils sont égaux.

Commentaires : [l était important de remarquer au moins une fois que la fonction indicatrice caractérisait

l’ensemble. C’est ce qui permettait de conclure aux questions d’aprés.

Les autres questions se résolvent par un simple tableau par disjonction de cas

z€E |1y | 1-1,

reA| 0 0
x ¢ A
Donc, Iz =1—1,.

zek ]]‘AQB ]lA ]]'B ]lA]lB
reAetzreB 1 1 1 1
reAetar ¢B 0 1 0 0
r¢AetreB 0 0 1 0
r¢Aetar ¢B 0 0 0 0

DODC, ]]‘AQB — ]lA]lB
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.'IZ'EE ]lAUB ]]'A ]lB ]lAﬁB ]]'A+]1B_]]'A]]‘B

reAetzeB 1 1 1 1 1
reAetr ¢ B 1 1 0 0 1
r¢AetzeB 1 0 1 0 1
r¢Aetr ¢ B 0 0 0 0 0

DOHC, ]]‘AUB == ]lA +]]‘B _]lA]lB

Commentaires : Avec les questions précédentes, 1y g =1 -1z =1—-155=1—- 1515
=1-(1-1)(1—-1g)=1,+15—T1,15.

z€E T ENE S ER N EEERE
reAetzreB 0 1 1 1 0
reAetr¢B 1 1 0 0 1
r¢AetzeB 0 0 1 0 0
r¢Aetar ¢ B 0 0 0 0 0

DOI]C, ]lA\B - ]]‘A - ]lA]]‘B

Commentaires : Avec les questions précédentes, 1y g = L5 = 1a1g
=1, —1,1g.

A(l—=Tg).

r€E |1, |12
reA| 0 0
cdA| 1 1

2 _
Donc, 14 = 14.
Commentaires : On dit que Uapplication 1, est idem-potente.
Avec les questions précédentes, 1% =1 1, =Ty p = 1 4.

Commentaires : Vos croyez vraiment que je vous demandais de faire 5 fois la méme chose ¢ Vous avez quand

meéme le droit de reconnaitre quand on applique le méme raisonnement.

On pourrait également faire un tableau de valeurs mais il est plus rapide d’utiliser les questions

précédentes :
]l(AUB)mC = Luslc
=1y +1g—T,15)1¢
=1,1c+ 1l — 1,151
Or, 1% = 1,

=1plc+1gle — (Tplg) (1ple)
- ]l(AﬁC)U(BﬂC)'

Donc, (AUB)NC=(ANC)U(BNC).
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Commentaires : L intersection est distributive sur la réunion.

Par le méme raisonnement, en partant du membre de droite :

]l(Auc)m(Buc) = Laucluc
(Tp +1c —Tx1g) (I + g —1p1g)
I+ 1,0 — T Il + Il + 12 — 1512 — 1,100 — 1,12 + 1, 1512

Or, 1% = 1,

=1,1p+1c—1,151¢
=1pop +1c+1anplc

- ]I(AQB)UC'
Donc, (ANB)UC=(AUC)Nn (BUC).

Commentaires : La réunion est distributive sur l’intersection.

Soient z,y € N.

1
Si x + y est pair, alors Ty est entier, donc (2 + y)(:;+ y+1) _Z ;— y(m +y+1)eN.
1 1
Si z+y est impair, alors z+y+1 est pair donc Y+ est entier donc (z+ y)(x2+ y+1) e N.
Conclusion,
1
Y (z,y) € N2, (a:+y)(:c2+y+ >ED\I.
Commentaires : L’application f: NxN — N est donc bien définie.
(@) — y+ (r+y)(g+y+1)
Les valeurs de f(z,y) pour les premiers couples sont :
z\y| 0 1 2 3 4
0 0 2 5 9 14
1 1 4 8 13 19
2 3 7 12 18 25
3 6 11 17 24 32
4 10 16 23 31 40

Considérons (z,y) et (2/,y") dans N? tels que
r+y>a +y +1.
En ajoutant 1 aux deux membres de I'inéquation,
(x4+y+1)>a" +y +2.
En multipliant ces quantités (positives) membre & membre,

@+y)le+y+1) 2@ +y + 1@ +y)+2@" +y +1).
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Do,

(x4+y)(x+y+1) (@ +y) (@ +y +1)

- >2' +y +1.
2 9 T +y A+
Or,
/o x + r+y+1 , $/+,l'/+,+1
fla.y) — fa'y) = |y + EFOELY >]_[y+< ACATES)
;L @ryl+ty+l) @ +y)@ +y +1
i y><2 y+1) y><2 y +1)

y+2' +1>1>0.
Donc, z+y>2a2' +vy +1 = flx,y) > f(z',y).

Les couples (z,y) tels que = + y est une constante occupent une diagonale dans le tableau. Par
exemple les couples (0,2), (1,1) et (2,0) occupent la diagonale n°2; et les couples (0, 3), (1,2),
(2,1) et (3,0) occupent la diagonale n°3.

On vient de démontrer que si p > n, tous les couples de la diagonale n°p ont des images par f
supérieures a celles des couples de la diagonale n°n.

Montrons ce résultat par sa contraposition i.e. x +y # ' +y = f(x,y) # f(z',y).

Siz+y<2 4y +1 < z+y <2’ +y + 1 alors, par la question précédente,
f(z,y) > f(x',y’) et en particulier f(x,y) £ f(z’,y’).

Siz' +y <z+y+1 < 2 +vy <x+y+1 alors, par la question précédente et la
symétrie des roles de x et y, f(z',y") > f(x,y) et encore f(z,y) # f(z',y").

La contraposition est donc prouvée et le résultat demandé.
Conclusion, f(z,y) = f(z',y) = x+y=2"+y .

Commentaires : si deux couples ont la méme image alors ils doivent étre sur la méme diagonale.

1 / /7 4 / 1
On en déduit aisément que (z+y) <$2+ y+1) = (2" +y )(302 +y'+1) et 'égalité f(x,y) = f(z',y")

permet de conclure a y = y’.
Enfin, z + y = 2’ + v’ entraine x = z’.

Conclusion, f(x,y) = f(z’',y') = (x,y) = (2’,y’). La fonction f est injective.
Soit (z,y) € N* x N. Il suffit d’écrire :

(x—14+y+1)(z—14+y+1+1)
2

fle—1ly+1)=y+1+ =14 f(x,y).

Donc,
Vi(z,y) e N* XN, f(x —1,y+1) = f(z,y) + 1.

Dans le tableau, cela signifie que lorsque ’on se déplace suivant une diagonale de vecteur
—i+ 7, les valeurs de f(z,y) augmentent de 1

Y y+1

z—1 - flzyy)+1
T f(x,y)
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Soit y € N. On a :

2 2
y(y—l—l)}

Fly+1,0)— £(0,5) = {o+(?~/+1><y+2>] ~ [y+y(g/+1)]

=1

+<y+1)] - [y+

Donc,
VyeN, fly+1,0)=f(0,y)+1.

Dans le tableau, cela signifie que lorsque I'on effectue une symétrie par rapport a la bissectrice
de la premiére ligne et qu’on se déplace suivant le vecteur j (dans la premiere colonne donc),
les valeurs de f(x,y) augmentent de 1.

Y f(y,0)
y+11| f(0,y)+1

Commentaires : Développer est rarement une bonne idée. Trés trés rarement et souvent la pire idée.
Montrons par récurrence que tout entier naturel p admet au moins un antécédent par f.
Sip=0,ona f(0,0) =0, donc 0 admet bien un couple antécédent par f.

Soit p € N. Supposons que p admette un antécédent (x,y) par f. Montrons que p + 1
admet encore un antécédent par f.

Siz +#0,alorson avuque flt—1,y+1) = f(z,y) +1,donc f(z—1,y+1)=p+1,
et donc p + 1 admet le couple (z — 1,y + 1) € N? pour antécédent.

Si z =0, on a donc f(0,y) = p. Mais alors, on vu que f(y+1,0) = f(0,y)+1=p+1.
Cette fois p + 1 admet le couple (y + 1,0) € N? pour antécédent.

Dans tous les cas, p + 1 admet un couple antécédent.
Vérifiée pour p = 0 et héréditaire, la propriété est dnc vraie pour tout entier p € N :
VpeN, z,y) €N, fla,y) =p.
La fonction f est surjective.

On vient de voir que f était injective et surjective.

En d’autres termes, tous les entiers de N admettent un (question 4) et un seul (question 3) antécédent
par fdans N? d.e. f:N? — N est bijective.

Les ensembles N x N et N sont équipotents.
Commentaires : N et N2 ont donc le méme nombre d’éléments!

On peut vérifier que la fonction f: N — Z est bijective.

si n est pair
n

si n est impair
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Les premiéres valeurs sont

f(n)

Par conséquent, N et Z sont équipotents.

Lycée Jules Garnier

F. PUCCI



	Correction

