G Test n°2

Ensembles

1. Compléter :

Définition 7 : Soient f : E +— F une application entre deux ensembles E et F et A une partie
de E.

On appelle image (directe) de A par f 'ensemble des images par f des éléments de A :

f(A)={yeF/3Iz, €A, f(z,) =y} CF.

ye f(A) < yeF et nyEA,f(my):y.I

f est surjective sur F < f(E)=F. I

Théoréme 6 (Stabilité par image réciproque) :
Soit f : E +— F une application. Pour toutes parties A et B de E, on a :

(a) ACSH(f(A)). (b) ACB = fH(A)Cf(B).
2. Démontrer le théoréme (6).

(a) Siz €A, f(x) € f(A) i.e. z € f1(f(A)) par définition.
(b) Soit A C B. Six € f1(A) alors f(x) € A C B donc f(z) € B i.e. x € f1(B).
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3. Démontrer le théoreme (10)

Théoreme 10 (Stabilité par intersection) :
Soit f : E +— F une application.

(a) Pour toute parties A et B de E, f(ANB) C f(A)N f(B).
(b)

(a) Siz e ANB alors f(z) € f(A)N £(B). On en déduit f(ANB) C f(A)N £(B).

4. L’inclusion réciproque est-elle vraie ? Si oui, le démontrer, sinon donner un contre-exemple.

(a) On n’a pas l'inclusion réciproque en général.

11 suffit pour cela de considérer la fonction cos de R dans R et les ensembles A = [—g : —g] et B=1[0;7]

pour lesquels f(ANB) =D et f(A)N f(B) = {O; %}
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Ensembles

1. Compléter :

Définition 10 : Soient f : E — F une application entre deux ensembles E et F et B une partie
de F.

On appelle image réciproque de B par f ’ensemble des antécédents des éléments de B :

F1B)={zcE/ f(z) e B} CE.

r€fI(B) < €E et f(:z)EBI

f est injective sur E <= Va,y € E, f(z) = f(y) = z=y.+ I

Théoréme 5 (Stabilité par image directe) :
Soit f : E + F une application. Pour toutes parties A et B de F, on a :

(a) f(f7(B))CB. (b) ACB = f(A)Cf(B).

2. Démontrer le théoreme (5).

(a) Soit y € f(f~1(B)). Alors, il existe z € f~1(B) tel que y = f(x) € B par définition de f~!(B).
(b) Soit A C B.Siy € f(A) alors Jx € A tel que y = f(z).

Or, x € B.

Donc, y € f(B) par définition de f(B).
3. Démontrer le théoreme (10)

Théoreme 10 (Stabilité par intersection) :
Soit f : E — F une application.

(a)
(b) Pour toute parties A et Bde F, f}(ANB) C f~1(A)n f1(B).

(a)
b) € fFYANB) = f(z) €ANB = f(x)€Aet flx)€B = z € fHA)Nf1(B).
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4. L’inclusion réciproque est-elle vraie ? Si oui, le démontrer, sinon donner un contre-exemple.

(a)
(b) L’inclusion réciproque est vraie.

refYA)NfIB) = z€ fHA) et z€ f1(B)
= f(z)eAet f(2) eB = f(z)€e ANB
= z € fT1{(ANB).
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