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Exercice 1. AhaĜ2y13ĜEx. 1

On se place dans l’espace vectoriel ℝ3 muni de sa base canonique ℬ. Soit l’application linéaire 𝑓 ∶ ℝ3 ⟶ ℝ3

définie par
∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧).

Pour 𝑎 et 𝑏 deux réels, soit la matrice 𝐴𝑎,𝑏 donnée par

𝐴𝑎,𝑏 = ⎛⎜
⎝

𝑎 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 𝑏
𝑏 𝑏 𝑎

⎞⎟
⎠

.

Nous introduisons aussi les matrices

𝐼 = ⎛⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟
⎠

et 𝐵 = ⎛⎜
⎝

1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎞⎟
⎠

.

Enfin soit ℰ l’ensemble des matrices de la forme de 𝐴𝑎,𝑏 :

ℰ = {𝐴𝑎,𝑏, (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2}.
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𝑀 représentative de l’application linéaire 𝑓 dans la base ℬ.

(b)Pourquellesvaleursde

𝑎 et 𝑏 a-t-on 𝑀 = 𝐴𝑎,𝑏 ?

2.Propriétésdel’ensemble

ℰ.

(a)Déterminersanscalcullesvaleursdescouplesderéels

(𝑎, 𝑏) tels que la matrice 𝐴𝑎,𝑏 soit diagona-
lisable, en précisant le théorème utilisé

(b)Montrerque

ℰ est un sous espace vectoriel de l’espace vectoriel des matrices 3 × 3 à coefficients
réels.

(c)Montrerque

(𝐼, 𝐵) est une base de ℰ sur ℝ.

(d)Donnerladimensionde

ℰ sur ℝ.

(e)Donnerlescomposantesde

𝐴𝑎,𝑏 dans le base (𝐼, 𝐵)

jX
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𝐵 = 𝐴1,1.

(a)Déterminerlepolynômecaractéristique

𝑃𝐵 de 𝐵.

(b)Montrerque

𝐵 a deux valeurs propres 𝜆1 et 𝜆2 que l’on calculera et dont on déterminera la
multiplicité. On choisira 𝜆1 < 𝜆2. On notera ℰ1 et ℰ2 les sous-espaces propres associés à ces deux
valeurs propres.

(c)Donnerunebase

(𝑣1, 𝑣2) de ℰ1. On choisira 𝑣1 et 𝑣2 tel que dans la base ℬ leurs composantes ne
contiennent que −1, 0, 1 et que la première composante soit 1.

(d)Donnerunebase

(𝑣3) de ℰ2. On choisira 𝑣3 tel que dans la base ℬ, la première composante de 𝑣3
soit 1.

(e)Calculerl’inversedelamatrice

⎛⎜
⎝

1 1 1
−1 0 1
0 −1 1

⎞⎟
⎠
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(f)

Donnerunematrice

𝐷 diagonale, une matrice 𝑃 et son inverse 𝑃 −1 (à donner) telles que 𝐵 =
𝑃𝐷𝑃 −1

9X
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𝐴𝑎,𝑏.

(a)Montrerquelesvecteurs

𝑣1 et 𝑣2 trouvés en (3c) sont aussi des vecteurs propres de 𝐴𝑎,𝑏 pour une
même valeur propre 𝜇1 à déterminer en fonction de 𝑎 et 𝑏.

(b)Montrerquelevecteur

𝑣3 trouvé en (3d) est aussi un vecteur propre de 𝐴𝑎,𝑏 pour une valeur
propre 𝜇2 à déterminer en fonction de 𝑎 et 𝑏.

(c)Endéduirequelamatrice

𝐴𝑎,𝑏 a en général deux valeurs propres, une double 𝜇1 et une simple
𝜇2.

(d)Pourquellesvaleursde

(𝑎, 𝑏) la matrice a-t-elle une unique valeur propre de triple.

5.Étudedelamatrice

𝐴 2
3 , −1

3
.

(a)Résoudrelesystème

{ 𝑎 − 𝑏 = 1
𝑎 + 2𝑏 = 0

U#V

.û/mB`2/2+2[mBT`û+ĕ/2H2bp;H2m`bT`QT`2b/2

𝐴 2
3 , −1

3
.

(c)Calculer

(𝐴 2
3 , −1

3
)

2018
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𝐴 −1
3 , 2

3 .

U�V

_ûbQm/`2H2bvbiĕK2

{ 𝑎 − 𝑏 = −1
𝑎 + 2𝑏 = 1

U#V

.û/mB`2/2+2[mBT`û+ĕ/2H2bp;H2m`bT`QT`2b/2

𝐴 −1
3 , 2

3
.

(c)Calculer

(𝐴 −1
3 , 2

3
)

2018

Exercice 2. AhaĜ2y13ĜEx. 2

On considère la fonction 2𝜋 périodique 𝑓 ; ℝ ⟶ ℝ définie sur [−𝜋, 𝜋] par

∀𝑡 ∈ [−𝜋, 𝜋], 𝑓(𝑡) = 𝜋2𝑡 − 𝑡3.

S;`iB2 �

Pour 𝑘 entier naturel impair et 𝑛 entier naturel non nul, on considère les intégrales

𝐼𝑘,𝑛 = ∫
𝜋

0
𝑡𝑘 sin(𝑛𝑡) d𝑡.

RX

*;H+mH2`

𝐼1,𝑛.

2.Montrerquepour

𝑘 ⩾ 3, 𝐼𝑘,𝑛 =
𝜋𝑘(−1)𝑛+1

𝑛
−

𝑘(𝑘 − 1)
𝑛2 𝐼𝑘−2,𝑛.

3.Endéduireque

𝐼3,𝑛 =
𝜋3(−1)𝑛+1

𝑛
+

6𝜋(−1)𝑛

𝑛3 .

4.Enutilisantcequiprécède,montrerque

∫
𝜋

0
𝑓(𝑡) sin(𝑛𝑡) d𝑡 =

6𝜋(−1)𝑛+1

𝑛3 .

Partie "

1.

Étudierlaparitéde

𝑓.
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2.

Étudierlesvariationsde

𝑓 sur le segment [−𝜋, 𝜋]

jX

G;7QM+iBQM

𝑓 est-elle continue sur ℝ ? Justifier.

4.Onnote

𝑆𝑓(𝑡) =
+∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛 cos(𝑛𝑡) +
+∞

∑
𝑛=1

𝑏𝑛 sin(𝑛𝑡)

la série de Fourier de la fonction 𝑓.

(a)Déterminerlescoefficients

𝑎𝑛.

(b)Montrer,enutilisantlaquestionA(4)etenprécisantlesétapesducalcul,quepourtout

𝑛 ∈ ℕ∗,

on a : 𝑏𝑛 = 12
(−1)𝑛+1

𝑛3 .

5.MontrerquelasériedeFourier

𝑆𝑓 converge vers 𝑓 en précisant le théorème utilisé.

6.Calculer

𝑆𝑓(𝜋/2) et en déduire la valeur de
+∞

∑
𝑝=0

(−1)𝑝

(2𝑝 + 1)3 .

7.Monterque

∫
𝜋

0
𝑓2(𝑡) d𝑡 = 8𝜋7

105
.

8.EnappliquantlarelationdeParsevalà

𝑓, montrer que
+∞

∑
𝑛=1

1
𝑛6 = 𝜋6

945
.

9.(a)Soit

𝑛 un entier supérieur ou égal à 2. Montrer que 1
𝑛6 = ∫

𝑛

𝑛−1

1
𝑛6 d𝑡 ⩽ ∫

𝑛

𝑛−1

1
𝑡6 d𝑡.

(b)Soit

𝑁 un entier supérieur ou égal à 1. Montrer que
+∞

∑
𝑛=𝑁+1

1
𝑛6 ⩽ 1

5𝑁5 .

Partie C

On admettra pour répondre à cette partie d’algorithmique les deux résultats suivants démontrés dans la
partie B questions (8) et (9) :

+∞

∑
𝑛=1

1
𝑛6 = 𝜋6

945
et

+∞

∑
𝑛=𝑁+1

1
𝑛6 ⩽ 1

5𝑁5

RX

ú+`B`22MKûi�H�M;�;2Qm2Ma+BH�#-mM27QM+iBQM

fin prenant comme argument un réel eps avec
10−10 ⩽ eps ⩽ 1 et renvoyant le plus petit entier naturel non nul N tel que 1

5𝑁5 ⩽ eps

kX

ú+rireenmûiaHan;a;eomena+iHa#-mnefon+iion

somme prenant comme argument un entier N stricte-

ment positif et renvoyant une approximation décimale de
𝑁

∑
𝑛=1

1
𝑛6 .

3.Enutilisantlesdeuxfonctionsprécédentes,écrireenmétalangageouenScilabunefonction

approxpi6
prenant comme argument un réel eps strictement positif et renvoyant une approximation de 𝜋6 à eps
près.
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Exercice 3. AhaĜ2y13ĜEx. 3

On considère la fonction 𝑓 de ℝ2 dans ℝ2, définie par

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦

Dans l’espace affine euclidien muni d’un repère orthonormé (𝑂, ⃗𝑖, ⃗𝑗, 𝑘⃗), on considère la surface 𝑆 admettant
pour équation cartésienne :

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦.

RX

*QKT;`2`

𝑓(𝑥, 𝑦) avec 𝑓(𝑦, 𝑥) pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. En déduire un plan de symétrie pour la surface 𝑆.

2.Danscettequestion,onchercheàdéterminerlespointscritiquesde

𝑓.

(a)Calculer

𝑝(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦).

(b)Calculer

𝑞(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦).

(c)Trouverlescouplesderéels

(𝑥, 𝑦) solutions du système d’équations suivant :

{ 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0
𝑞(𝑥, 𝑦) = 0

Indication : on pourra considérer l’équation auxiliaire 𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑞(𝑥, 𝑦) = 0.

(d)Endéduirequelafonction

𝑓 admet quatre points critiques dont on précisera les coordonnées.

(e)Àl’aided’unthéorèmebienchoisi,quevousénoncerezetdontvousvérifierezleshypothèsesdans

ce cas, montrer que
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥

jX

.;Mb+2ii2[m2biBQM-QM/ûi2`KBM2/2[m2HbivT2bbQMiH2bTQBMib+`BiB[m2bXU;V*;H+mH2`

𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑦).

(b)Calculer

𝑠(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦).

(c)Calculer

𝑡(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑓
𝜕𝑦2 (𝑥, 𝑦).

(d)Calculer

𝑟 , 𝑠, 𝑡 et 𝑟𝑡 − 𝑠2 pour (𝑥, 𝑦) valant (1, 1), (−1, −1), (
√

3, −
√

3), (−
√

3,
√

3) .
En déduire la nature des points critiques (maximum, minimum, ou col) trouvés à la question
(2.d). Pour cela recopier et complétez le tableau récapitulatif suivant.

(1, 1) (−1, −1) (
√

3, −
√

3) (−
√

3,
√

3)
𝑟
𝑠
𝑡

𝑟𝑡 − 𝑠2

Nature

4.

Danscettepartieonchercheàdéterminerlespointsduplantelsque

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0.

(a)Déterminertroisréels

𝑎, 𝑏, 𝑐 tels que pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 :

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦 = (𝑥 + 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥𝑦 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 − 6).
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(b)

Endéduirequel’ensembledepointvérifiantl’équation

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 est formé d’une droite et d’un
cercle. On donnera une équation de la droite et une équation du cercle, son centre et son rayon
puis les coordonnées de l’intersection de la droite et du cercle.

(c)Fairesurvotrecopieunefiguredonnantdansunrepèreladroiteetlecercleprécédentsainsique

les points critiques trouvés à la question (2d). (Une figure à main levée aussi claire que possible
pourra être acceptée).
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