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UPS ATS- 2019 Par I. Souderes
Mathématiques Exercice 1
MATHEMATIQUES - ATS - 2019
Durée : 3 heures. - Coefficient : 3
La calculatrice personnelle est interdite.
Exercice 1. ATS 2 1

Correction par : I. Souderes

eurs oordonn es d mnsl se des esdes e eurs de 1 se. I on d r sl non
0 0 1 0
00 0 1
§= 1 0 0 O
01 0 O
00 10
0 0 0 1
§= 1 0 0 O
01 0 O

est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable (théoréme spectrale).

% =

O = OO
= o o O
oS O O
OO = O
O = OO
= o o o
o O O
OO = O
o O O
OO = O
O = OO

ot I = I, est la matrice identité de M,(R). On en déduit que s> = sos = id et que s est une
symeétrie.

Xg(X) caractéristique de S en développant sur la premiére colonne

Xg(X) =det(XI —8) = (=1)*det(M — XT) = det(M — XT)

O = OO
= O O O
o

o

1— X2 0

_ _v2| —
=0 0o 1-X 0y

1 0 —-X

1— X2 0 ‘

=(1-X?)2=(X-12%X+1)?

Ex.
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Ainsi le polynéme caractéristique de S vaut :
Xs(X) = (X = 1*(X + 1)
S sont les racines du polynéme caractéristique
Xs(X) = (X = 1)*(X + 1)%
Les valeurs propres de S sont donc A\; = —1 et A\, = 1 qui sont toutes deux de multiplicités 2 car

les deux racines de x¢(X) sont de multiplicité 2.

E, est I'ensemble des vecteurs u € R? tel que
s(u) = Au = —u;

ce sous-espace vectoriel est au plus de dimension 2 car la multiplicité de \; est 2.
On remarque que pour u; =e; —e; oh a

s(uq) = s(eg —e3) = s(e;) —s(eg) =eg—e; = —uy

et que pour uy = e, — €, on a aussi

s(ug) = s(eg) — sley) = ey — ey = —uy.
Ainsi les vecteurs u, et u, ci-dessus qui sont non nuls sont des vecteurs propres de s associés a la
valeur propre A;. Par ailleurs ces deux vecteurs sont non-colinéaires et forment donc une famille
libre (uq,uy) de Ej.
Comme dim(F;) < 2, la famille (u;,u,) est une base de F;. Les coordonnés de u; et u, dans la
base & sont donnée par

1 0
0 1
Mat g(uq) = U, = 1 et Mat g(uy) =U, = 0

0 -1
et les vecteurs u; et uy correspondent donc bien aux exigences de I’énoncé.
Autre méthode : On pourrait résoudre le systeme SX = —X ce qui conduit a des calculs
similaires et une réponse possible identique.

E, est I'ensemble des vecteurs u € R* tel que
s(u) = Au = u;

ce sous-espace vectoriel est au plus de dimension 2 car la multiplicité de A\, est 2.
On remarque, comme précédemment, que pour us; = e; + e; et pour uy = e, + ¢, on a

s(ug) = s(ey) +s(eg) = e3 +e; = uy

et

s(uy) = s(ey) + s(ey) = ey + ey = uy.
Ainsi les vecteurs ug et u, ci-dessus qui sont non nuls sont des vecteurs propres de s associés a la
valeur propre \,. Par ailleurs ces deux vecteurs sont non-colinéaires et forment donc une famille
libre (ug,u,) de Ej.
Comme dim(E,) < 2, la famille (ug, u,) est une base de E5. Les coordonnés de ug et u, dans la
base & sont donnée par

Mat 5 (us) = Ug = et Mat g(uy) =Uy =

1 0

0 1

1 0

0 1

et les vecteurs usy et u, correspondent donc bien aux exigences de I’énoncé.

Autre méthode : On pourrait résoudre le systeme SX = X ce qui conduit a des calculs similaires

et une réponse possible identique.
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E, et E, étant associés a des
directe et la famille de vecteur (uq, uo, ug, u,) st une

valeurs propres distinctes, ils sont en somme
famille libre de R* car (u;,u,) est libre dans

E, et (us,u,) est libre dans F,. La famille (u,,uy,us,u,) étant libre & 4 éléments dans R* de

dimension 4, c’est une base &’ de R*.
Les deux questions précédentes assurent que

s(uy) = —uy,  s(uy) = —uy, s
et donc que
-1
0
Mat g/ (s) = D, = 0
0

En notant @ = @, la matrice de passage de la base & vers la base %',

Q=0 =Pg g =Matg z(id) =

on a par la formule du changement de base

(ug3) = ug, s(uy) =uy
0 0 0
-1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

-1 0 1 0

0 —1 0 1

S =Mat 4(s) =P g, Mat g (s) PE@L@/ = QlDlel;

c’est-a-dire

S = Q1D1Qfl~

ple) = 3ler = s(e))

pleg) = 5(ea—

RB par p:

1
= 5(61 —e3)

sle)) = 3 (ea —e4)

ples) = 365 = s(ey)) = 5(e5 =)

ples) = 3les -

On en déduit donc

1

1 0

P = Mat 4(p) = 3| 1
0

2

s(eq)) =

1

5(64 —eg).
0O -1 0
1 0 -1
0 1 0
-1 0 1

$“ = sos =1id. On calcule alors

pop= i(id—s)o(id—s) = i(id—s—s—i—s

Ainsi pop = p et p est un projecteur.

os) = i(2id _9¢) = %(id—s) —p.

uy et u, sont des vecteurs propres

de s associés a la valeur propre A\; =1 et que les vecteurs u; et u, sont des vecteurs propres de s

associés a la valeur propre A\, = 1. On a donc
1
pluy) = 5(“1 —s(uy)) =
1
p(uy) = 5(“2 —s(uy)) =

plu) = 5 (3 = s(uy)) =

|
V)
—~
£
N
-
=
I

pluy) = 5 (s

%(Ul +uy) =uy
%(u2+u2) = Uy
%(63—713) =0
%(U4_U4) =0.
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(d) B’ = (uy,usy,us,u,) est une base de R* (voir question 1h). La question
précédente assure que les vecteurs u; pour i € {1,2,3,4} (qui sont non nuls) sont des vecteurs
propres de p : u; et u, sont associés a la valeur propre 1 et ug et u, sont associés a la valeur propre
0.

L’endomorphisme p admet donc une base de vecteurs propres et est donc diagonalisable.
En particulier, dans la base %', on a

1.0 00

0 1 0 O

D, = Mat 4/ (p) = 00 0 0
0 00 O

1 0 10

0 1 01
©L=@G=C=|_ ¢ 19
0 -1 0 1

la matrice de passage de la base & a la base B’, on trouve par changement de base

P= Q2D2Q§1§

D, étant la matrice définie & la question précédente

D, = Mat 4 (p) =

SO O
o o = O
O O OO
OO OO

F de f dans la base %, il suffit de travailler matricellement avec les
matrices S et P de s et p dans la base 8. On obtient ainsi

00 1 0 1 0 —1 0 2 0 1 0
000 1 0 1 0 -1 02 0 1
F=35+4P=311 g g o|*2(1 0 1 o|=|1 0 2 0
010 0 0 -1 0 1 010 2
S=0,D,Q;"
avec
1 0 0 0 1 0 10
0 -1 0 0 0 1 0 1
Di=1g o 10| ® @=|_1 0 10
0 0 0 1 0 —1 0 1
On a montré a la question 2e que
P:Q1D2Q1_1
avec
100 0
010 0
D2=10 0 0 of (t@=0Q)
000 0

De 1a, on calcule :

F=3S+4P =3Q,D,Q;" +4Q,D,Q,' = Q, (3D, +4D,) Q"' = Q,D;Q;"
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avec D, la matrice digonale
10 00 10 1 0
0 1 00 . .~ 106 1 01
D, =3D,+4D, = 00 3 0 et aussi Q3 =@ = 1 0 1 0
0 0 0 3 0 -1 0 1
Exercice 2. ATS 2 1

Correction par : I. Souderes

Partie A — Etude de fonctions

t€R.Ona
—t t t —t
e +e e +e
ch (1) = “— S =ch()
“ et —¢l et —et
h(—t) = = — = —sh(?).
sh (—1) = “— . sh (¢)

Ainsi la fonction ch est paire et la fonction sh est impaire.

t — el et t — e~ sont dérivables sur R donc, par somme de fonctions dérivables,
les fonctions ch et sh le sont. On a donc pour t € R :

et —et

2

ch’(t) = =sh(t) et sh'(t)= = ch (¢).

f est une somme de puissances de fonctions dérivables (d’aprés la question précédente)
et f est donc dérivable. On déduit de la question précédente que pour tout ¢ € R

f/(t) =2sh(t)ch(t) —2ch(¢)sh(t) = 0.

La fonction f est donc constante égale & f(0) =1 car

0, ,0 0_ 0
ch(O):e T 1 o sh(O):6 € —o.
2 2
On déduit de la discussion précédente que pour tout ¢ € R
ch (t)? —sh(t)? = 1.
0, .0 0_ 0
0)=2T% 1 et sh(0)=2"% —o.
2 2
Par ailleurs, lim e!=0et lim e’ = 4o00. Par compoistion et somme de limites on en déduit que
t—r—00 t—r+o0
t ot t, —t
lim ch(t) = lim €1€ _ 4o et lim ch (t) = lim cte i
t——o00 t——o0 2 t—+00 t—400 2
et que
el —et el —et
lim sh(¢t) = lim =—o00 et lim sh(¢)= lim = 400
t——o0 t——o0 2 t—+o0 t—+o0 2

Ex.
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La fonction exponentielle étant toujours strictement positive, on en déduit que, pour tout ¢t € R,
sh’(t) = ch () > 0 et donc que la fonction sh est toujours strictement croissante. De 14, on obtient

t —00 0 +00
B . ! +
+00
Variation 0 /
de sh /
—00

On en déduit que sh (t) = 0 si et seulement si t = 0 et que sh (¢) > 0 si et seulement si ¢ > 0. Comme
ch’ =sh, on en déduit :

t —00 0 +00
Signe _
de ch’ 0 +

Variation
de ch
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Comme V2 > 1, on en déduit que 1 — /2 < 0 et que
z=1+V2
car on sait que z = e¢* > 0. On conclut enfin que
a=In(z) =In(1+ V?2).

|:| «a > 0. 11 suffit donc de montrer que « < 1.
Comme la fonction exponetielle est croissante, il suffit de montrer que z = e* < e! = e ~ 2, 72.
Or\/§< 1,5 doncz:1—|—\/§<2,5<e. On a donc bien

0<a<l1

(a) = 1. Donc on a
(cha)?=1+(sha)’=1+1=2
d’aprés la question A{Id Comme pour tout t € R, ch ¢ > 1 > 0, on en déduit

ch a = V2.

Autre approche :

On note, comme précédemment, z = e¢%. On calcule alors :

1
Ch(a)_z+;_22+1_2z+2_z+1
2 22 2z oz

car z2 = 22+ 1. On en déduit alors

z+1:2+\/§_(2+\/§)(\/§—1>:\/§.

ch a= =
T 148 21

Partie B — Suite d’intégrales

Les fonctions ¢t — (sh t)2" sont continues sur [0, a] pour tout entier positif n car ce sont des puissances
de la fonction dérivable et donc continue sh (Partie A).

Ioz/ (sht)odtz/ 1dt = a.
0 0

(0) = 0 ainsi que
sh (o) = 1. On en déduit donc

vte[0,a], 0<sht<l1.
On a donc pour tout entier k£ > 1
vt € [0, ql, 0 < (sh t)k < (sh t)kﬂ;
et donc
vt € [0,al, 0 < (sh t)? < (sh t)?"1 < (sh )21,

Ainsi en intégrant sur [0, o], on obtient pour tout entier n > 1 :
(0% [e3
0<I, = / (sh t)>™dt < / (sh t)2m=Vdt =1, ..
0 0

La suite (I,,),,c) est donc décroissante et minorée par 0; on en déduit qu’elle est convergente.
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3. n € N. En sachant que sh (0) = 0 et sh () = 1, une intégration par partie donne :

In+1:/ (sh t)2”+2dt:/ (sh ¢)***'sh tdt
0 0

= [(sh t)**" " ch t]5 — /Q(Qn +1)(ch t)%(sh t)?" dt
0

—cha—(2n+1) /a(l 4 (sh £)2)(sh £)2" dt
cha—(2n+1)(1, —T— I, 1)
On a bien montrer que pour n € N :
Io=cha—02n+1)I,,+1,).
n € N. On sait d’apres la question précédente que

In+1 =ch a— (271 + 1>(In+1 + In) = dp+1 — \/57 (277’ + 1)(In+1 + In)

car on a montré en A-4 que ch & = v/2. On en déduit, en faisant passer du méme coté de Iégalité
les termes en I, ,, que

@n+2)I,,, =vV2—(2n+1)I,.
Ce qui permet de conclure que pour tout n € N

V2 (2n+1>
InJrl = - In
2n + 2 2n+ 2

1 converge vers un réel que ’on note [.
n/neN
D’apres la question précédente, pour tout entier positif n

V2 (2n + 1)
In+1 = - In
2n+2 2n + 2
Il s’agit pour déterminer [ de passer a la limite dans cette relation. On sait que liIE I, =
n—-+oo

n£n+100 I, =1let que

lim V2 =0 et lim 2n+1:1
n—+oo 21, + 2 n—+oo 21, + 2

En passant a la limite dans la relation de récurrence ci-dessus, on obtient donc

et donc
I1=0.
Ainsiona lim I, =1=0.
n——+oo
Partie C — Algorithmique
function a b dicho eps

a
bh'l b
ile b-a  eps
b p

c a
if sinh a then a c
elseb c¢
end
end
endfunction
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2.
function I Intapp(n)
ifn OthenI 0.881
else I  0.881
fori 0:n-1
T sart(2) (2 i 2)-(2 i 1) (2 i 2) I
end
end
endfunction
Exercice 3. ATS 2 1 Ex. 3

Correction par : I. Souderes
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Montrons que le point (—z, —y) appartient aussi & . On majore
|—r+(=yl=|—z—yl=lr+y[<2

car (z,y) € D; et aussi
[—e—(=yl=l-z+yl=le—y[<2
pour la méme raison. Donc (—z,—y) € D et D est stable par la symétrie centrale de centre
0 = (0,0).
D étant large, 'ensemble 9 est fermé dans
R%.
Aucune boule de rayon e centrée sur le point (2,0) ne peut étre contenue dans @ car (2+3,0) ¢ 2.
L’ensemble @ n’est donc pas ouvert dans R2.
f est continue sur P car la fonction (x,y) — = Uest et que la fonction (x,y) — In(2? +

y?> + 1) Test aussi car composée d’une fonction polynomiale (z,y) — 2® + 3> +1 > 1 > 0 et de la
fonction ¢ — In(t) qui est continue sur [1, 400l

par ailleurs I’ensemble 9 est fermé d’apres la question précédente.
Enfin, pour (z,y) € 9, on a
[z +yl<2et |z —y[<2
et donc
0L |z+yP=2?+y* +2ry<det 0< |z —y|*> =2% +y* — 22y < 4.
On en déduit que

22 +y? <4 puis Va2 +y2 <2

et donc que 9 est inclu dans B((0,0), 2) la boule de centre O = (0,0) et de rayon 2. L’ensemble P est
ainsi bornée.

La fonction f est donc continue sur & qui est fermé et borné. Le théoreme de Weierstrafl assure alors
que f est bornée et atteint ses bornes.

(x,y) € 0. On calcule

(G0 o)

grad f(z,y)

2z 1 2y
2+y2+1 0 Ta?4y2+1

—x? 420 —1—9? 2y
224+y2+1 0 a2 4241

(z,y) un point critique de f dans @. On a alors grad f(z,y) = (0,0) ; ¢’est-a-dire

—2? 2 —1—y? 2y
224+2+1 a4y +1

) = (0,0).

On résout donc le systeme

2y _

—x2422—1—y2 0
z24y2+1
z24y2+1

10
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Comme nécéssairement 22 + y? + 1 > 1 > 0, ce systeme est équivalent &

422 —1—9*>=0 y=0
<~ 9 9
2y =0 —(z—-1)*—y“=0

Ainsi (z,y) est un point critique de la fonction f dans O si et seulement si (z,y) = (1,0)

Théoréme de Schwarz : Soit f : U — R une fonction de classe €2 sur un ouvert U de R?. Si
la fonction f est de classe €2 alors pour tout point (z,y) de R? on a
0% f
dzxdy

_of
- Oyox

(z,y) (,y)-

Dans notre cas il s’agit de montrer que f : (z,y) — In(2? +y* + 1) — 2 est de classe €% sur 6. 1l
suffit pour cela de montrer que ces dérivées partielles

2x of

= —_— t —_— frd
x2+y2+1 e ax<xay)

2y
2 +y2+1
sont de classe C' sur 0.

Comme pour tout (z,y) € O, 22 + 1?41 est toujours non nul (cette expression est en fait toujours

supérieure a 1), la fonction
x

$2+y2+1’

qui est une expression rationnelle sans pole sur R?, est de classe €' sur R? et donc sur 0.

(z,y) —

0 0
On en déduit que 8—f est de classe €' sur O et par symétrie de 1’expression que 8_f I’est aussi.
L Y

Ainsi la fonction f considérée est bien de classe €2 sur 0 et d’apres le théoréme de Schwarz on a :

0*f B 0% f
dzxdy  Oydx

(z,y)

(z,y).

(z,y) € 0. Un calcul direct donne

ray) = 2 (o) = (22 )

Ox? O O
_ 0 2 27+ 27 42— 4a?
COx \22+y2+1 (22424 1)2
2y? — 222 4+ 2

(@2 +y2 + 1)
De méme on a

92 B
s(x,y) = aaﬂgy(%y) = (a—ia—b (z,y)

0 2y _ —4xy
Oz \22+y2+1) (2242 +1)2

11
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et

ta,y) = g—y{@,w - (8%2—5) (z1)

9 2y 2742+ 24y
oy \a24+y24+1) (22 + 92+ 1)2

222 — 2% + 2
(@2 + 92 +1)*

o 0—2+2
L0 = gy e -
0
S0 = o =
£(1,0) = 2—0+2

(12 + 00 + 1)2 -

De 13, en évaluant la fonction 7t — s* au point (1,0) on trouve
7(1,0)¢(1,0) — 5(1,0)2> =0—0 = 0.

Ce résultat ne permet pas de conclure quant a la nature du point critique (1,0).
0, on a

2 ’LL3

DL, : 1n(1+u)=u—%+?+8(u3)

g la fonction d’une variable réelle définie par
gt) = f(1+¢0)— f(1,0) =In((1+t)*+1)— (1+¢) — (In(2) — 1)

qui est en fait définie pour tout réel ¢ car (1+¢)% + 1 et toujours positif. La fonction g est € par
composition de fonctions €°°. Elle admet ainsi un développement limité a 'ordre 3 au voisinage
de 0.

On calcule pour ¢ au voisinage de 0 :

gt)=In((t>+2t+2)—1—t—In(2) +1

2 2 2
2 2 3 3

- t
7 3 339"

_—1lz3 3

= 6t—|—(0)(t)

Ainsi au voisinage de 0 la fonction g change de signe avec ¢ (en étant de signe opposé a t). Ainsi
il en est de méme de Pexpression f(1+¢,0) — f(1,0) et on en déduit que le point critique (1,0)
n’est pas un extremum local de f car on peut avoir

f(L+1¢,0) > f(1,0) ou f(1+¢,0) < f(1,0)
suivant £t < 0 ou t > 0.

12
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Correction par : I. Souderes

Les parties A et B peuvent se traiter de maniére indépendante.

Partie A - Etude de la trajectoire du point P

A est la position du point M = P pour un mouvement angulaire de (57(, OTJ)
On note 0, = (@, 074) et 0, = (W, WD)

D’apres I’énoncé (et car le cercle de centre €2 roule sans glisser) la longueur de larc AM est égale a la
longueur de 'arc M P.

Les deux angles 6, et 6, sont positifs. La longeur de 'arc AM vaut : AM = 1-6,. La longueur de Parc
MP vaut elle :% - 05. On en déduit donc :

c’est-a-dire
(M, QP) = 0, = 20, = (OA,OM)

o A est la position du point
M = P pour un mouvement angulaire de (OA, OM) =t=0.

Notons P la tangente au cercle € au point m. La droite (OM) (porté par u = cos(t)i +sin(t)) est donc
orthogonale & la droite @ (portée par le vecteur tangent au cercle v = —sin(t)i + cos(t);). La droite @
est aussi tangente au cercle & et la droite (QM) est de la méme maniere orthogonale & la droite 9. les
deux droites (OM) et (2M) sont donc orthogonales & une méme droite (2) et donc paralleles. Comme
elles ont un point en commun, elles sont confondues et les point O, M et €) sont alignés.

La distance Of2 vaut donc

1_3
Q:]_ - = =
) t5=5

et 'angle (OA, O) vaut

—_—

(OA,00Q) = (OA,OM) = t.

(
Ainsi les coordonnées de 2 dans le repére &£ = (O,z, E) sont celles du vecteur OS? dans la base (Z, 3) ;

c’est-a-dire
Uﬁ _ § ~——+O i — § cost
2 2 @

sint

13

Ex.
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P= (9, u, ’7)) est orthonormal, il faut démontrer que

<ZL,’I;> =1, <Z),5> =1, <ZL,5> = 0;

ou ( ; ) désigne le produit scalaire faisant de & un repére orthonormal (implicitement d’apres 1’énoncé
le produit scalaire canonique de R?).

On se ramene donc au coordonnées de u et v dans & :

- cost - —sint
U = . et v= .
(Slnt) ( cost )
On en déduit alors par un calcul en coordonnées que
<a;a> = cos(t)? + sin(t)? =
<{); ;;> = sin(t)? + cos(t)? =
@; ZL> = —cos(t) sin(t) + sin(t) cos(t) = 0.
Ainsi le repere Pest bien orthonormé.

P dans le repére &P sont

(e mary,

2 2

On sait déja que QP = % Calculons ’angle (W, ﬁ)

Notons tout d’abord que l'angle @, Q?) = 7 car les points O, M et 2 sont alignés (d’apres la question
2).

Ensuite. d’apres la question 1 et I’énoncé ’angle (W, Q?) = 2t. Donc l'angle (ﬁ,ﬁ) mesure
(QM,QP) = 7 + 2t.
On sait par ailleurs que
cos(m + 2t) = —cos(2t) et  sin(w 4 2t) = —sin(2t).
On en déduit donc que les coordonées de P dans le repére &P sont

cos(2t)  sin 2t )

2 2

(% cos(m + 2t), % sinm + Qt) = (_

N dans le repére P= (Q,u,v) sont (X,Y), ces coordonnées (2, y’) dans le

z'\ _ (cost —sint\ (X
y ) \sint cost YY)
car le vecteur u (resp. v) est obtenu & partir du vecteur 7 (resp. j) par la rotation d’angle ¢ qui s’exprime

matriciellement par :
cost —sint
sint  cost
3

De la, on obtient les coordonnées de N dans le repére & par la translation de vecteur 00 = 20M

repére (£,7,7) valent

[\)

(d’apres la question 2). On a ainsi

) _ 3 (cost i cost —sint X
y) 2 \sint sint cost Y)”
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6. P dans le repére P= (2, u, v) sont
2t i
(X,Y) = _COS( )’_sm2t .
2 2

D’apres la question précédente les coordonnées (z,y) du point P dans le repére & sont données par
x 3 (cost cost —sint) (X
== .. + | .. .
y 2 \sint sint  cost Y

T = g cost + % ( — costcos(2t) + SthSin(Qt))

On calcule donc :

y = % sint -+ %( — sint cos(2t) — costsin(Qt))

Ce qui donne en développant les cos(2t) et les sin(2t) :

x = % cost + %( — cost(2(cost)? — 1) + 2(sint)? cos t)

y= % sint + %( —sint(1 — 2(sint)?) — 2(cost)? sin t)

puis

x = %cost + 1 ( — cost(2(cost)? — 1) +2(1 — (cost)?) cost)

i )

y= g sint + 3 ( —sint(1 —2(sint)?) — 2(1 — (sint)?) sin t)
et en simplifiant

_3 1o_ 2 _
x = 2cost—i— 2( cost(4(cost) 3))

y = g sint + % (sint(—3 + 4(sin t)2))
Enfin on obtient que les coordonnées du point P dans le repere & sont données par
{x = 3cost + 2(cost)?
y = 2(sint)3
ce qui est bien 'expression demandée.

Partie B - Tracé de la courbe décrite par le point P
Cette partie peut étre traitée méme si la partie A n’a pas été abordée.

2m-périodiques, on a pour tout t € R :
x(t +27) = 3cos(t + 27m) — 2(cos(t + 2m))* = 3 cos(t) — 2(cos(t))® = z(t)
et
y(t + 27) = 2(sin(t + 27))% = 2(sin(t))® = y(t).
Ainsi les fonctions x et y sont 2m-périodiques.

t € Ron a cos(t+m) = —cos(t) et sin(t + m) = —sin(¢). On en déduit que pour
teRona

Pt+m) = (x(t+m),yt+m))
3cos(t + ) — 2(cos(t + )3, 2(sin(t + 7))?)
— 3cos(t) + 2(cos(t))?, —2(sin(t))?)

—z(t), —y(t)).

P
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Ainsi, le point P(t + m) est obtenu & partir du point P(¢) par la symétrie centrale de centre O. Les
fonctions z et y étant 2m-périodiques, on étudie la courbe / pour les points de paramétres ¢t € [—, 7].

On en déduit qu’il suffit d’étudier ./ pour les points de parameétres ¢t € [— ”, g]

Du fait que la fonction cos est paire et la fonction sin impaire, on a pour t € R :

P(—t) = (z(—t),y(—1))
= (3cos(—t) — 2(cos(—t))?,2(sin(—t))?)
= (3 cos )—2 cos(t))S,—Q(sin(t))S)
= (x(t), —

Ainsi, le point P(t+7) est obtenu & partir du point P(t) par la symétrie d’axe (0,7, laxe des abscisses.
D’apres le travail précédent, on étudie la courbe /#/ pour les points de parametres ¢t € [—— —] On déduit

de la symétrie ci-dessus qu'il suffit d’étudier .# pour les points de parameétres ¢ € [0, 2]

x et y sont des fonctions €°° car sommes et produits de fonctions trigonométriques. On
apourt €I =10,%]:

2
2'(t) = —sint(3 — 6(cost)?)
et
y'(t) = 6(cost)(sint)?.
Comme pour tout ¢ € [0, 7] on a

0<cost <1 et 0<sint <1,

on en déduit le tableau de variations conjoint de = et ¥ :

t 0 T 3
Signe 0 + 0 - -3
de =

Variation
de z

2
Variation V3 /
de y / 2
0

iign? 0 + 32 + 0
ey 2
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On a ici calculé :

2(0) = 3cos(0) —2cos(0)> =3 —-2=1

m(%) = SCos(%) — 2008(%)3 = %5 — 4?\/5 =2
x(g) = 3005(%) — 2(:05(%)3 =0
2’(0) = —sin(0)(3 — 6(cos(0))?) = 0
x'(%) = —sin (g) (3 —6 (cos%)Z) = \/75(3 —6%) =0
x'(g) = —sm(g) (3 —6 (cos(g))g) =-3
y(0) = 2sin(0)3 =0
o) = 2sin(Typ = W2 _ V2
y(3) = 2sin(3)° =2
y'(0) = 6 cos(0) sin(0)? = 0
o =oem (F)in (5" =02 - 52
y/(g) = 6 cos (g) sin (g)Q =0.

On a aussi remarqué que pour tout ¢ € ]O, g[

2'(t) >0 < —sin(t)(3 —6cos(t)?) >0
= 1—2cos(t)? <0 car —sin(t) <0
<= sin(t)? —cos(t)? <0
< —cos(2t) <0

— 2t e }O, I [
2
S t}o, —] .
C’est-a-dire en tenant compte des calculs précédents

Vit € [0, g} () >0 < t]o, ﬂ
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