CoNCOURSs ATS 2021

CORRIGE

Exercice 1

On note M3 (R) I'espace vectoriel des matrices carrées de taille 3 x 3 a coeffi-
cients réels, et M3 (R) I'espace vectoriel des matrices colonnes de taille 3 x 1
a coefficients réels. Pour tous réels a et b, on définit la matrice

P(a,b) =

> o R
SR o
SIS

On définit par ailleurs I’ensemble des matrices suivant :

F ={P(a,b): (a,b) € R*}.

On pose enfin

1
L=1{0
0

S = O

0 011
0 et N=1101
1 110

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traités de maniére
indépendante.

Partie A — Etude de I’ensemble F et de la matrice N

1. Démontrer que les matrices I3 et N appartiennent a ’ensemble F.
I3 = P(1,0) et N = P(0,1) donc

I3 et N appartiennent a I’ensemble F'.

2. Montrer que I'ensemble F' forme un sous-espace vectoriel de M3 (R) et que
(I3, N) est une base de F.

Montrons que I'ensemble F' forme un sous-espace vectoriel de M3 (R).
Soit M € F,
alors il existe (a,b) € R? tel que M = P(a,b)

(
a b b a 00 0 b b

alors M= b a b]=(0a O0)+[b 0 b ]| =al3+bN
b b a b b 0



et donc M € Vect(I3, N).
Ainsi F' C Vect (I3, N).
De plus Vect(I3, N) C F.
Conclusion :

F = Vect(I3, N) donc

F est un sous espace vectoriel de M3(R).

Montrons que (I3, N) est une base de F.
F = Vect(I3, N) donc (I3, N) est une famille génératrice de F'.

De plus, aucune combinaison linéaire non triviale ne lie I3 et N, donc
(I3, N) est libre.

Conclusion:

(I3, N) est une famille libre et génératrice de F', c’est donc une base de F.

3. Donner deux réels a et b tels que N? = alz + bN. Quelles sont les coor-
données de N? dans la base (I3, N) ?

011 011 211 200 011
N2=1|[101 101)l=(121)=l020])+([101

110 110 11 2 00 2 110
Donc N? = 2[5+ 1N.

Conclusion:

les coordonnées de N? dans la base (I3, N) sont (2;1).

4. (a) Montrer que N est inversible, que son inverse N~ appartient & 1’en-
semble F' et donner les coordonnées de N~! dans la base (I3, N) de F.
Indication : on pourra utiliser la question précédente.

N2 =2I;+1N

donc N? — N = 21,

donc (N — I3)N = 213
donc (%(N — 13)) N = I3
Ainsi | N est inversible|

De plus N~! = (3(N — I3))
donc N=1 = —%]3 + %N

les coordonnées de N ' dans la base (I3, N) sont (—3;3).

Non demandé :



(b)

D[ =D | =

t N'=GWN-L)=35]1 -1 1 |=
1 1 -1
Le réel 0 est-il valeur propre de N 7

DO DO =

N est inversible donc injective. Par conséquent, KerN = {0}.

Donc aucun vecteur non nul ne vérifie Nu = 0 et

0 n’est pas valeur propre de N.

5. Justifier que N est diagonalisable. Cette question n’exige aucun calcul.

N est une matrice symétrique a coefficients réels, donc, d’apres le théoreme

spectral, | N est diagonalisable.

6. (a)

Déterminer le polynome caractéristique de la matrice N.

X -1 -1
Py(X)=Det(XI; — N)=|-1 X -1
-1 -1 X
Ol<—01+02—|—03
X-2 -1 -1 1 -1 -1
Pv(X)=[X-2 X -1l=(X-2)]1 X -1
X-2 -1 X 1 -1 X
L2<—L3—L1
Lg%LQ—Ll
1 -1 —1

Py(X)=(X-2)|0 X+1 0
0 0 X+1

en utilisant la formule du déterminant d’une matrice triangulaire supérieure

Py(X) = (X =2)(X +1)°

Donc

le polyndme caractéristique de N est | Py(X) = (X — 2)(X + 1)%|.

Montrer que N admet deux valeurs propres, que ’'on notera A et
Ay et que 'on choisira telles que A1 < Ay. Quels sont les ordres de
multiplicité de Ay et Ay 7

le polynome caractéristique de N, Py(X) = (X — 2)(X + 1)? admet
pour racines Ay = —1, de multiplicité 2 et Ay = 2 de multiplicité 1.

Par conséquent,

N admet deux valeurs propres| :

e | \; = —1, de multiplicité 2
et
e | \y = 2 de multiplicité 1.




(¢) En déduire une matrice D € M3 (R) diagonale telle qu’il existe une
matrice P € Mj (R) inversible vérifiant N = PDP~'. On ne cherchera
a calculer ni la matrice P ni son inverse P~1.

Méthode 1

Nous avons vu que N est diagonalisable, donc d’aprés son polynome
-1 0 0

caractéristique, en posant D = 0 —1 0],
0 0 2

il existe une matrice P € M3 (R) inversible vérifiant N = PDP~1.

N =PDP!

Méthode 1
le polynéme caractéristique de N, Py(X)(X — 2)(X + 1)? est scindé
dans R donc N est diagonalisable ssi Dim(FEs) = 1 et Dim(E_;) = 2.
Ao = 2 est racine de Py de multiplicité 1 donc Dim(FEs) = 1 et il existe
un vecteur uy # 0 tel que vy € Es .

x
Soit u | y | un vecteur de l'espace.

z
u€ FE_qssi Nu=—u
011 T T
ssi{1 0 1 yl=—1y
110 z z
( Yy + 2z = —«x
ssi ¢ @ + 2z = —y
(r + vy = —z
(2 + vy + 2 = 0
ssicx + vy + 2z =0
lz +y + 2 =0
ssiz=—x —y
—1 0
donc E_; =Vect | us | 0 , U3 1
1 —1
—1 0
us | 0O et usg 1 ne sont pas colinéaires donc DimFE_; = 2
1 —1

par conséquent, IV est diagonalisable.
Ainsi, si on considére B la base canonique et B’ = (uq, ug, us),

si on appelle P la matrice de passage de B vers B'.



-1 0 O
si on pose D = 0 —10
0 0 2
alors il existe f € L(R?) tel que N = Mp(f).

alors, d’apres le théoréeme de changement de base,

Ms(f) = P§ M (f) P

c’est a dire

N =PDP!

7. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe deux réels a,, et b,, tels que
N"™ = P(ay,by,) et que ces réels vérifient la relation de récurrence suivante

Ap+1\| 0 2> <an)
wwen, ()= (1) (1
Considérons les suites réelles (a,,) et (b,) définies par
ag = 1, bo =0 et

any1) (O 2) (an> B ( 2b,, )
vn < N’ <bn—|—1) B <1 1 bn N an+bn
Montrons par récurrence que
Vn € N, N" = P(a,, b,)
Initialisation: pour n = 0,

N():]g: 1[3+ON:CL0]3—|—[)0N

donc la propriété est vérifiée au rang n = 0

Hérédité :
Soit n € N,
supposons que N" = P(ay,,b,),
alors
a, b, b, 011
N = N"N = P(a,,b,)N = | b, a, b, 1 01
b, b, a, 110

2b, a,-+b, a,+b,
Nl =1\ a,+b, 2b, a,+b,
a, +b, a,+0b, 2b,



U1 burr bnpa
: +1 _
ie N" - bn—l—l Qn+1 bn—H

anrl anrl an+1
ie Nn+1 == P(anJrl, anrl)
Conclusion :

Par principe de récurrence,

Vn € N, N" = P(an, b,)|

On notera dans la suite de 'exercice A = ((1) ?)

. Déterminer une matrice diagonale B dont les termes diagonaux sont rangés
dans l'ordre croissant, et une matrice inversible () de taille 2 x 2 dont la
deuxieéme ligne est (1,1), telles que A = QBQ ™.

Recherche du polyndéme caractéristique de A.

X -2
PA(X) =Det(XI—A) = |~ X—l‘
01<—01—|—02
X -2 -2 1 =2
PA(X):|X—2 X—l‘:(X_Q)‘lX—l‘

Pa(X) = (X =2)(X =1) = (=2)) = (X = 2)(X + 1)

Recherche de I’espace propre E_;.
Soit u (x) € R?
Y

we€ Fk _1ssi Au = —u

(116 --C)

{ + 2y = —x

ssi

T+ Yy = -y

ssi {3: 2y =0
r + 2y =0

ssix = —2y

Conclusion :

e v (7))



Recherche de I'espace propre Fs.

Soit u (x) € R?
Yy
u € Fy ssi Au = 2u

< (1 1)) =2()

{ + 2y = 2z
ssi
T+ Yy = 2y

.{—Zx + 2y = 0
ss1

xr — y =0
ssl x =y

Conclusion :

v (1)

Définition de () et B

-1 0 -2 1
PosonsB-(O 2)6’5@-(1 1)

Conclusion :

A=QBQ™!

Justification de la formule

A ne pas détailler sur la copie

Nommons C la base canonique de R? et C' = <<_12> ; G)) la base de

vecteurs propres de A
Alors () est la matrice de passage de C a C'.
Si on considere I'application g dont A est la matrice dans la base C,

Alors B est la matrice de g dans la base C’, et, d’aprés le théoréme de
changement de base,

A = Mate(g) = PS Mate: () S
ie A= QBQ!

. En déduire, que pour tout entier naturel n € N, une expression de A".

Calcul de Q! par la méthode du pivot de Gauss




10.

O =
)

— N~/
(@)
—_

(—12 1)
)
)
)

—_
S

—_
—_

Lo < Lo+ 214

)
) Ly < Ly
()
(1(/)3 2}3) Lz = (1/3)L2
(—1/3 1/3) Ly Ly — Lo

—_
—_

~— N
(@)
(GN]

S
—_

N
O
o

1 1/3 2/3
Conclusion:
= (35 o))
Calcul de A”
A=QBQ!
donc A" = QB"Q™! = (_12 1) ((_(31)” 20”) (_11/?33 ;?2)
done 4= (T 50) (1 20a)
donc A™ = (1/3) <_(2_(I)1n)n ;Z> (_11 ;>

2(—1

donc A" = (1/3) ( 42" =2(=1)" + 2n+1>

(_1)n+1 4 on (_1)n + 2n+1
En déduire, que pour tout entier naturel n € N, une expression de N".
Détermination de a,, et b,

Soit n € N,

D’apres la question 7.

(Z) =4 (ZS) =(1/3) ((2—(1)%12;” ‘55591235 1) (é)
(Z ) B (5(((2_(;)%12;)»

Application au calcul de N"

D’apres la question 7.,
Vn € N,



52(=1)"+2") (=1 +27)
N" = P(ay,by) = | 5((=1)""+2") 5(2(=1)" +2")
%((_1)n—|—1+2n) %((_1)71—1—1_'_211)

2(=1)" +2" (=)™t g2n (—1)mHh42n

(~1 +27)
(-1 +27)
(2(-1)" +2)

Lol —

Wl

N" — % (_1)71—1—1 Lon 2(_1)n 4on (_1)n+1 4oon
(_1)n+1 +2n (_l)n—H _|_2n 2(_1)n + on
Partie B — Inversibilité des matrices de F

1. Soient b un réel et (x,y) un couple de réels. Montrer que

P(1,0)P(z,y) = P(x 4 2by, bx +y + by) = P(z,y)P(1,b)

Soient b un réel et (z,y) un couple de réels.

1 b b Ty y x+2by br+y+by bxr+y+ by
P(L,b)P(z,y)={b 1 b yryl=br+y+by x+2by br+y+ b

b b1 Yy oy T br+y+by br+y-+by x4 2by
Par ailleurs,

Ty y 1 b b x+2by br+y+by bxr+y+ by
Plx,y))P(1,0) =1y = vy b1 b)=bx+y+by x+2by br+y+ by

y Yy x b b1 br+y+by br+y-+by x4 2by

Conclusion:

Vb € R,Y(z,y) € R*, P(1,b)P(z,y) = P(x + 2by, bz + y + by) = P(x,y)P(1,b).

On dit qu’'une matrice M € admet une inverse dans F' si M est inversible
et M~ € F.

2. Déduire de la question précédente que pour tout réel b, la matrice P(1,b)
admet un inverse dans F' si et seulement si le systeme

{ x = 1-—2by
(1+b—202)y = —b

admet une solution (z,y).

Soit b € R,

la matrice P(1,b) admet un inverse dans F

ssi il existe une matrice M dans F telle que P(1,0)M = M P(1,b) = I3
ssi il existe (z,y) € R tel que P(1,b)P(x,y) = P(z,y)P(1,b) = I3



ssi il existe (z,y) € R tel que P(z + 2by, bx +y + by) = I3
ssi il existe (z,y) € R tel que

{ xr+2y =1
br+by+y = 0

ssi il existe (z,y) € R tel que

{ x = 1-2by
b(l1—2by)+by+y = 0

ssi il existe (z,y) € R tel que

{ x = 1-—2by
b+(1+b—-20") = 0

si et seulement si le systeme

{ x = 1-—2by
1+b—-20%)y = —b

admet une solution (z,y).

. Montrer que la matrice P(1,b) admet un inverse dans F' si et seulement si
beR\{l,—-1/2}.

Résolution de 1 +b — 2b* =0

Posons a = -2, § =1 et gamma =1
A=p%—day=1>-4x%(-2)(1) =9 = 3

—B—VA _ —1-3 _ _ —B+VA
50~ = 1 = letbh =5

Les solutions de I’équation sont b; =
=8 — _1/2.

Retour au systeme de la question précédente

Sibe {1;—1/2}, alors le systeme

{ x = 1—2by
(1+b—262)y = —b
devient
{J; = 1—2by
0 = —b

avec b # 0 et n’a donc pas de solution.
Sib¢ {1;,—1/2}, alors le systeme



{ x = 1-—2by
(1+b—22)y = —b

est équivalent a

{x = 2b1+b 202
y = Tro— 2b2

et admet donc une solution.
Conclusion

le systéme

{ x = 1-—2by
1+b—-20%)y = —b

admet une solution (z,y) si et seulement si b € R\ {1, —-1/2}.

Donc

la matrice P(1,b) admet donc un inverse dans F

si et seulement si b € R\ {1,—1/2}.

. Quelles sont les valeurs de b pour lesquelles la matrice P(1,b) est inversible
?

Nous venons de voir que si b € R\ {1,—1/2}, P(1,b) admet un inverse
dans F' et est donc inversible.

Sib=1,
111
P(1,1) = 1 1 1 ] est derang 1 et n’est donc pas inversible.
1 11
Sib=—1/2,
1 —1/2 —1/2
P(1,-1/2)= | -1/2 1 -1/2

~1/2 —-1/2 1

1 —1/2 —1/2

DetP(1,—1/2) = |-1/2 1 —1/2

~1/2 —1/2 1

Cl<—01+02+03
0 —1/2 —1/2

DetP(1,—1/2)=10 1 —1/2|=0
0 —1/2 1




Donc P(1,—1/2) n’est pas inversible.
Conclusion :

Donc la matrice P(1,b) est inversible si et seulement si b € R\ {1,—1/2}.

. Soit a un réel mon mnul. Justifier que pour tout réel b, on a P(a,b) =
aP(1,b/a) et en déduire les valeurs de b pour lesquelles la matrice P(a,b)
est inversible.

Soit a un réel non nul. Justifier que pour tout réel b, on a P(a,b) =

a b b a ax?t gx?t 1 b b

b “ b by ob b
babl=lax2 a axZ|=a|l2 12 :aP(l,—)

3 b “ by ¢
b b a ax?2 aXx?2 a 2.2 1

a a a a

On en déduit que la matrice P(a,b) est inversible ssi 2 € R\ {1;—1/2}
ssi b€ R\ {a;—a/2}

. Donner les valeurs de b pour lesquelles la matrice P(0,b) est inversible.
Indication: on pourra utiliser le fait, prouvé en partie A, que la matrice N
est inversible.

Sib=0, P(0,b) = n’est pas inversible.

Sib#0, P(0,b) = = bN, or N est inversible, donc P(0,b) est

SO O O O
SO T O OO
o o O O O

inversible et

P(0,b)t =¢N!

Conclusion:
P(0,b) est inversible ssi b € R\ {0}

. Conclure en donnant ’ensemble des matrices de F' qui ne sont pas in-
versibles.

L’ensemble des matrices de F' qui ne sont pas inversibles est ’ensemble des
matrices P(a,b) telles que a € Ret b € {a; —5}.

ie|I’ensemble des matrices P(a,a) telles que a € R et P(a, —5) telles que a € R.




Exercice 2
Soit f : R — R définie par f(x) = |cosz| — |sinz|.

1. (a) Montrer que f est périodique de période .

Soit z € R,
flz+7m) =|cos(x 4+ m)| — |sin(x + )| = | —cosz| — | —sinz
Donc f(x 4+ m) = |cosz| — |sinz| = f(x

Donc | f est périodique de période .
(b) Donner la parité de f.
D; = R est centrée en 0 et, pour tout x € R,

f(=z) =|cos(—x)| — |sin(—x)| = |cosz| — | —sinx

donc f(—x) =|cosx| — |sinz| = f(z)

et | f est une fonction paire.

2. Trouver la plus grande valeur de a > 0 pour laquelle 'égalité f(x) =
cos x — sinz est valable pour tout = € [0, a.

Pour a = 7,

Sur [0;a] = [0; 5],

cosx > 0 et sinz > 0, donc

f(x) =|coszx| — |sinz| = cosx —sinx
Sur]%;ﬂ,

cosx < 0etsinz >0,

donc f(z) = |cosz| — |sinz| = —cosx — sinx # cosz — sinx

Donc la réponse est |a = 7.

3. Calculer une constante C' telle que

cos(z) — sin(x) = C cos (x + %)

pour tout réel x. On utilisera cette écriture dans la suite.
Méthode 1 :
Admettons qu’il existe C' tel que Vz € R, cos(x) — sin(z) = C cos (CU + %)

Posons z = 0 et identifions:
cos(0) —sin(0) = C'cos (0 + )
ie

1—020008(%)



ielzC’?

dou|C =2
Méthode 2 :
Vo € R,
cos(z) — sin(z) = Re ((1 +1)(cosx +isinz)) = Re ((\/ﬁeig)(eix))
= Re (\/iei(”%)) = V2cos (z + I)

d'ou |C = /2|

4. En déduire la représentation graphique de f sur l'intervalle [—m, 7].
Méthode :

On trace la courbe de z — v/2cos (:r: + %) sur [0; g] en utilisant les
données ci dessous.

Vo € [0;%], f'(z) = —v2sin (z + F)
donc Vz € [0;5], f'(x) <0

De plus, f(0) =1 f'(0) = -1

t 1(5) = -1 J((3) - 1

Puis on trace la courbe de f sur [—5; 5} par symétrie de la partie de courbe

déja tracée par rapport a I’axe des ordonnées en utilisant la parité de f.

Enfin on termine la courbe en recopiant le motif déja tracé en utilisant la
m—périodicité de f.

5. (a) Montrer que la série de Fourier Sf de la fonction f peut s’écrire sous
la forme



400
Sf(z)=ay+ Z a, cos(2nx)

n=1

f est une fonction m—périodique, on appelle série de Fourier Sf de la
fonction f la série définie par

400
Sf(x) =ag+ Z an, cos(2nz) + by, sin(2nx)

n=1

2 [z
ou b, = —/ f(t)sin(2nt)dt
™ J_=«

La fonction f est paire donc pour tout n € N, b,, = 0.

Etudier la convergence de la série de Fourier de la fonction f sur R,
en précisant le théoréme utilisé et son énoncé.

D’apres le théoreme de Dirichlet,
Si f est une fonction T-périodique et de classe C! par morceaux sur
R, alors
e la série de Fourier de f converge en tout point
et
e pour tout z € R, la valeur de la somme est

fim_S.(f)(x) = 5 lim (f(z+ h) + f(z — 1))

n—-+00 h—0

Or la fonction f est ici m—périodique et C! par morceaux sur R donc
sa série de Fourier converge en tout point de R.

De plus elle est continue sur R, donc,

Vr € R, Sf(x) = f(x)

Donner, pour tout entier n > 1, une expression de a,, en fonction de
n, en détaillant les calculs. Indication : on pourra utiliser le fait que
pour tous réels a et b, on a

cos(a + b) + cos(a — b)
2

cosacosb =

Soit n > 1,

2 [2
ap = — f(t) cos(2nt)dt
™ J)_=

Or f est paire, donc



4 (3 4 [z

ap = —/ f(t) cos(2nt)dt = —/ V2 cos (t + z) cos(2nt)dt
s T Jo 4

2 (21

an:—\/_/ 5{cos<t+z+2nt)—|—cos<t—|—%—2nt>}dt

0

T 4
442 1 [
an:—\/_x—/ [cos<t+ﬁ+2nt)+Cos(t+——2ntﬂdt
T 2 0 4
2 2/2{ ((2 + 1)t + >+ (( 2 +1)t+ﬂ)}dt
a, = —— n cos | (—2n —
T 0 4 4
2\/5{ 1 ™ 1 ™12
n = in ((2n + 1)t —) LY (—2 1) —ﬂ
a . 2n+1sm<(n—|— ) +7 +_2n+1sm (—2n +1) + 7 )
2\/§H 1 T T 1 . T m
15+ 3) g (o)
- 2n+1sm<(n—|— 5t 1)t s (En g+
1

1 . T
N l2n+1sm<0+ 4) + —2n+1sm(0+Z>H
24/2 1 1
a, = V2 H sin (n7r+ 37T —— sin <—n7r+3—7r>}

2n+1 —2n+1 4
donc
it ( ”) ot =) (2
+ sin —
2n+1 —2n—|—1 4 2n—|—1 —2n+1 2
2V/2
2n+1 2n+1

an:

a/n:
m

1 V2 N
2n+1 2 —2n+1
2V/2
( 1

a, = sm

T 2n+1 —2n+1

2v/2 2 V2
a, = - 1= a2 sin n7r+ 4 —7

OrVn>1,sin(n7r—|— )—sm nm f
s
3
4
2\/§< 2n+1+2n+1 377 V2
sm —
( 4
Montrer que pour tout entier naturel pair n, on a a,, = 0.
Soit n un entier naturel pair,

alors il existe p € N tel que n = 2p et

n = 2? (1 —24n2) (Sin <2p”+ SZ) N g)
donc a, = 2:5 (1 —24n2) (Sm (SZ) - ?)

ie




an

7 \1—4n? 2 2

:2\/5( 2 )(ﬁﬂ)

Conclusion:

Pour tout entier naturel pair n, on a a, = 0.

(c) Montrer que pour tout entier naturel p, on a agy+1 = TACp L1 —1)

Soit p un entier naturel pair,

alors

/3 . ™ V2
A 27T2 <1 - 4(22p " 1)2> (sln (2(2p + 17+ 31) - 72)
done agp 41 = Q\f (1 — 4(2229 + 1)2> (Sm <_%) ) g)

¢ 2\/5( 2 )(ﬁ ﬂ)

2+l = 1—42p+ 12/ \ "2 2
donc /s

242 2
Gt = T (1 —4(2p + 1)2) (-v2)
donc

22 x 2 x /2 < ~1 >
“op1 = T 1 —4(2p + 1)2
Conclusion:

8
m(4(2p+1)2—1)

Pour tout entier naturel pair p, on a ag,1 =

400
7. En exprimant de deux manieres f(0), calculer Z
p=0

1
42p+1)2 -1

Tout d’abord,
f(0) =]cosO| — |sin0] = [1| = |0] =1

Par ailleurs, d’apres la question 5.(b),pour tout = € R, la série de Fourier
de f en x converge vers f(x)

donc
400

f(0) =Sf(0) =ap+ Z a, cos(2n x 0) 4 by, sin(2n x 0)
n=1

d’ou



1 =0+ agcos(0)+ 0 x sin(2(2p + 1) x 0)

p=0
donc
1=0+ Xx1+0
EZ: 2p—+ —1)
donc
+00 1

8
%p; 4@2p+12-1)

Conclusion :
—+00
1

pz:; 4@2p+12-1) 8

8. (a) Enoncer le théoréme de Parseval.

Théoreme de Parseval

Si f est une fonction T-périodique et continue par morceaux sur R,
alors les séries Y a2 et Y b2 convergent et

—/ (O)2dt = a2 + = Z 2 4+ b2
+00
(b) Calculer :
pzo (4(2p + 1) —1)°

Ici f est une fonction m-périodique et continue par morceaux sur R,
alors les séries Y_ a2 et Y. b2 convergent et

1 " 2 2 1 - 2 2
P orar =i+ g3t )

De plus f est paire, donc

2 (2 1
—/0 (cost —sint)*dt = 0% + 5 Z(agp+1)2

T
p=0

ie

2 (3 1 o ?
;/0 (cos*t — 2costsint + sin’t)d :§;< 2p+ 1)>



d’ou

d’otl
[+ (cost) s = %; <(4(2p +11) 1))
d’oil
116 Kg) - (1)} - pz:% <(4(2p +11) 1))
Conclusion

Exercice 3
Soit w un parametre réel positif. On considere ’équation différentielle suivante

vy"(x) + 9 (z) + wry(z) =0, (H.,)
d’inconnue une fonction réelle y définie et deux fois dérivable sur un intervalle
ouvert de R. Les parties A, B et C de cet exercice peuvent étre traitées
de maniére indépendante.

Partie A — Etude du cas w =0
1. Montrer que si y est une solution de (Hy) sur |0,00], alors z = 7/ est

solution de I’équation différentielle

)+ 28 g (E)



sur |0, ool.
Considérons 1'équation homogene (Hy)
vy"(x) +y'(x) +0 =0, (Ho)

et posons z = v/,

Alors y est solution de (Hy) sur |0, 00| ssi z est solution de
2 () + 2(x) + 0 =0,

ssi

z est solution de

2. (a) Résoudre I'équation différentielle (£) sur l'intervalle |0, ool.

Résolvons
1

d(x) + —2(x) =0, (E)
T
Une primitive de a : z — Lz(z) sur 0, +o00] est A : z — In(x)
et

la solution générale de (FE) sur |0, +oo[ est définie par

1
o —lnx -
z(x) = Ce = Cx

z(x) = C— ou C' est une constante réelle
x

(b) En déduire les solutions de (Hp) sur ]0, col.

y est solution de (Hp) sur |0, +o0|

ssi z = 4/ est solution de (F) sur |0, +o00]

ssiy =C % ou C' est une constante réelle

ssiy=Clnx+ D ou C et D sont des constantes réelles

La solution générale de (Hy) sur ]0,4+oo[ est y(x) = C'lnz + D
ou C' et D sont des constantes réelles.




3. Résoudre ’équation différentielle (Hy) sur 'intervalle | — oo, 0].

En suivant le méme raisonnement, on peut démontrer que

La solution générale de (Hy) sur | — o0o; 0] est y(x) = C'ln(—z) + D

ou C et D sont des constantes réelles.

4. Quelles sont les solutions de (Hy) sur R ?

y est solution de (Hp) sur R
ssi

y est deux fois dérivable sur R et il existe A, B,C, D et E tels que
Aln(—z)+ B si z<0

y(x):{ C siox=0
Dln(z)+ E si x>0

or, étant donnée la limite de la fonction logarithme népérien en 0, une telle
fonction est continue sur R

ssi

A=D=0et B=C=F.

et est donc constante sur R.

Une telle fonction sera alors 2 fois dérivable sur R.

Conclusion :

Les solutions de (Hj) sur R sont les fonctions constantes.

Partie B — Etude du cas w > 0

Dans toute cette partie, on suppose w > 0.

1. Montrer qu'une solution y de (H,) définie sur R vérifie y/(0) = 0.
En remplagant = par 0 dans I’équation (H, ), on obtient
0% y"(0) +y'(0) + w? x 0 x y(0) =0,

donc, si y vérifie I'équation (H,), alors
y'(0)=0




On cherche a présent les séries entieres y(x) = Z a,z" solutions de (H,)
sur Uintervalle | — R, R[, ou R > 0 désigne le rayon de convergence de

E apx’”.

2. Que vaut a; ?

Si on considere une solution y de I'équation (H,) développable en série
entiere et définie sur | — R, R[ par

Alors
ay = ?JI(O) =0

3. (a) Montrer que la suite de coefficients (a,,), .y vérifie la relation de récur-
rence

2

way
Vn € N, Apio = —m

Si on consideére une solution y de I’équation (H,,) développable en série
entiere et définie sur | — R, R[ par

400
y(x) = Z apx"
n=0
Alors
Vx €] — R, R|,
+00
Y (x) = Znanaz” !
n=1
et
+00o
y'(x) = Zn(n — Dayz™?
n=2
or

Vz €] — R,R[, zy'(z)+y(x)+wry(z) =0
donc



Va €] — R, R],

—+00 —+00 —+00

x Z n(n — Da,z"? + Z na,x" 4+ Wi Z a,x" =0
n=2 n=1 n=0

ie

“+00 “+00 “+00

Z n(n — 1)an33"*1 + Z na,x" !+ w? Z a,z" ™t =0

n=2 n=1 n=0

Procédons au changement de variable

n' = n + 2 dans la 3°™ somme,

alorsn’ —1=n+letn —2=n

d’ou
—+00 —+00 —+00
n—1 n—1 2 n'—1
nn—1)a,z"" + Y naz" " +w Aoz =0
n=2 n=1 n'=2

d’ou (rappelons que l'indice de sommation est une variable muette)

“+00 “+00 “+00
E n(n — Da,z" ™t + E na,r" ' + w? g Y L

puis

“+00 “+00 —+00
E n(n — 1)an:r:"*1 +1xa;+ E na,z" ' + E w2a, ox" 1 =0
n=2 n=2 n=2

donc Vz €] — R, R|,
+00
a; + Z[n(n — 1a, + na, + wa,_o]z" ' =0

n=2

donc Vz €] — R, R,

400
a; + Z[(n(n — 1) +n)a, + w’a,_o)z" =0

n=2

donc Vz €] — R, R|,
400

ay + 2:[(712 —n+n)a, + wia, o]z" =0
n=2

donc Vz €] — R, R,
+00

ar + Z[(nQ)an +w?a, o)zt =0
n=2

par identification des coefficients des séries entieres,
a; = 0 (déja démontré)

et

Vn>2, (n®a, +w?a,_o =0

1€



w2
Yn>2, a,+ —5n—2 = 0
n

2

Yn>2, a,= _%an—2
(par changement d’indice, n’ = n + 2)
2
W
/
Vn Z 0, a/n/_|_2 — —man/
Conclusion :
2
W
Yn >0, ap0=——""-—a

En déduire la valeur de as,.1 , pour tout entier n € N.

Nous avons vu en B.2., que a; =0

or,
2
w
Vn Z 0, Ap19 = —man
donc
W2
Vk >0, agyy3= _ma%—i—l

donc, une simple récurrence permet de conclure que
Vk Z 1, agk+1 = 0
Conclusion :

Vn >0, a1 =0

Montrer par récurrence que, pour tout n € N, on a

(_1)nw2n
Aoy, = ———-Q0.
T (pl)2 Y

Initialisation

Pour n = 0,

(_1)nw2n (—1)OW2XO 1w0
220 ()2 ap = 22-0(Q1)2 ap = 20712

Donc l'égalité est vérifiée au rang n = 0.

ap =1 X ag = ay

Hérédité
Soit n > 0,

supposons que



On sait que

w
VE >0 = -
. Qgko (2k+2)2a2k
donc
B wg ( 1)nw2n
Qon+2 = _(2n + 2)2 22n(n|)2 ag
donc
(1) X (=1 x w? x
Aopt9 = a
2n+2 (2(7’L+ 1))2 X 22n(n|)2 0
donc
(_1)n+1 X w2n+4
Q2(n+1) = 53 (n+1)x (n+1)x 2 xn!x a0
B (_1)n+1 X w2(n+2)
2(n+1) = 22142 % nl x (n+1) x n! x (n+ 1)a0
- (_1)n+1 < 2(n+2)
@2(n+1) = Sant2 (n4+ D! x (n+ 1)!&0
Conclusion

Par principe de récurrence,
(_ 1)nw2n
22n(n!)2

Vn € N, on a ag, = ag.

Montrer que, pour tout € R, on a lim ag,z*" = 0
n—oo

Soit z € R,
Vn € N,
1 nw2n
azna:2" = (22”271!)2 ap X 2"

donc



n\ 2
2n 1 wx
’a%xz”‘ = <%) X (n')2a0 = (( 721') ) ao.

or
Vg € R, q" = 0400(n!)
donc

lim —(7) =0

n—oo n!

donc

w7\ 2
JLIEO((Z!) ) “0="

Conclusion : |Pour tout z € R, on a lim Ao =0
n—oo

En déduire le rayon de convergence R de la série y(z) = Z apx".

Méthode 1

Considérons r € R%, et la série numeérique

E a,r" ieg Qo T2"

D’apres la question précédente,

Pour tout r € R, on a lim Ao = 0,
n—oo

donc la suite (ag,r*") est bornée
donc Sup{r € R*, (az,r*") estbornee} = +o0

Conclusion:

Le rayon de convergence de la série entiere y(x) = E apx" est +00

et y est définie sur R.




Méthode 2 (ne tient pas compte de "en déduire”, donc ne répond
pas tout a fait a la question)
Considérons r € R*, et la série numérique

—1)* 2n
Z a,r" e Z as,>" e Z %ao X 2"

Posons pour tout n € N,

2n
Uy = m% X 2n
Alors pour tout n € N,
u, >0
et
w2(n+1) . 2nt1)
Unpr 22040 ((n + 1)1)2 o X T
Up w2 o
—22”(n!)2a0 X r

o2n+2 92n (n!)? ag 22 , 1 ) 1
o S ) N e T e
or lim L =0

n—oon + 1

Unp+1

Ainsi, pour tout r € R*, lim =0

n—0oo Uy,
Donc, d’apres le critere de d’Alembert,

la série > u, est convergente.

- -1 nw2n
Donc la série E (=1) 5o X 2" est absolument convergente

22n(n!)
et donc convergente.
Conclusion:

Le rayon de convergence de la série entiere y(x) = g apx" est +00

et y est définie sur R.

Partie C — Calcul approché

On considere la fonction f: R — R définie

(0.9]
(_1)nx2n
Pour tout réel a, 'unique entier p € Z tel que p — 1 < a < p est appelé la
partie entiére supérieure de a, et on le note [a]. De maniére équivalente,
[a] est le plus petit entier qui soit supérieur ou égal a a.

n=0



> —1)" 2n
1. Soit x € R* . On note n, = [|z| — 1]. Montrer que la série Z —( ( )';
n!

n=ng,

vérifie la regle spéciale des séries alternées.

Considérons =z € R*.

2
x2n "
Pour n > n,, posons u, = =|—

(n!)2

Alors la suite (u,) vérifie :

(a) Vn > ng, u, >0,

(b) Vn > n,,

anrl 2
un+1_((n—|—1)!> _(Zl;‘n+1>< n! )2_< T )2
U, 2N\ \ an (n+1)!/)  \n+1/"
n!
ornan,doncnquZ\x\et%ﬁldonc(i)zgl

n+1
Unp+1

ainsi Vn > n,, <1

n
et la suite (u,) est décroissante.

(c) Enfin

. . 2N . 2N 2
2" =0(n!) donc lim — =0donc lim {— | =0
n—+oc 1! n—+oo \ n!

donc lim wu, =0
n——+00

Ainsi la suite (u,,) vérifie la regle spéciale des séries alternées.

Remarque :

On peut en déduire que la série converge, mais ce n’est pas demandé dans
la question.

Dans la suite, on admet que le résultat de la question précédente implique
que

N
(_1)nx2n x2(N+1)
0= 2 T | < e

pour tout entier N > n,.

2. La fonction fapprox ci-dessous prend en entrée un réel x non nul, un
réel strictement positif €, et renvoie une approximation de f(z) a e pres,
c’est-a-dire un réel y tel que |f(x) —y| <e.



Recopier la fonction fapprox (en version Scilab ou bien pseudo-code) et
la compléter.

Note : les fonctions < valeur absolue > et < partie entiére supérieure >
s’écrivent respectivement abs et ceil en Scilab.

function y=fapprox(x, eps) fonction FAPPROX(z, ¢)
nx = ceil (abs(x) — 1) ny < [|z| — 1]
y =0
t =... y<0
n —=... b=
n = n+l
t = —t % x 2/n"2 y<y+t
end n<n-+1
endfunction t  —ta?/n?
fin tant que

renvoyer y

fin fonction

Version complétée :

function y=fapprox(x, eps) fonction FAPPROX(z, ¢)
nx = ceil (abs(x) — 1) ny < [|z| — 1]
y =70 +— 0
t =(—1)"(nx)*x"(2*nx)/(nx"2) 4
n =nx t (=) nx) * 22 %
while abs(t)>eps |y=0 nz)/(nz?)
y = y+t n < nx
n = n+l SRR tant que abs(t) >
t = —t % x 2/n"2 N
epsouy =0
end
endfunction yey+t
n<n-+1

t < —ta?/n?
fin tant que
renvoyer y

fin fonction



Exercice 4

—

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O, @, ¥). On définit
I’application f : C — C par

vz e C, f(2) =2z — 22

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de maniére
indépendante.

Partie A — Construction géométrique

Dans cette partie, on fixe un nombre complexe z € C de module |z| = 1, tel
que z # 1. On introduit le point M d’affixe z, le point M; d’affixe 2; = 22 , le
point M, d’affixe zo = 2z et le point N d’affixe f(z).

1. Montrer que le quadrilatere OM; M, N est un parallélogramme.

2
zO—M:le—zO:zl—O:z
et

ZN—]W;:ZMz_ZN:ZQ—f(Z):22—(2Z—Z2):z2zz~—+

OM,
donc OM; = N M,
et

le quadrilatere OM;MsN est un parallélogramme.

2. Donner le module de z; et exprimer I'argument de z; en fonction de celui
de z.

module de z;

|21 = [2° = (|=)* = (1)° =[1]
Argument de z;
Arg(z1) = Arg(2?)[27]|= 2 x Arg(z)[27].

3. Déduire des questions précédentes une construction géométrique simple du
point N.



(a) On commence par construire M;
|21] = 1 et Arg(z1) = 2 x Arg(z)[27].
Dori> M est I'image de M par la rotation de centre O et d’angle
(u, OM)

(b) puis on construit M,
z9 = 2z donc Ms est I'image de M par ’homothétie de centre O et de
rapport 2

(c) Enfin

on construit N comme quatrieme sommet du parallélogramme OM;M;N.

Partie B — Tracé d’une courbe paramétrée

Pour tout ¢+ € R, on note M (t) le point d’affixe e’ et N(t) le point d’affixe
f(e™). On note z(t) et y(t) les coordonnées cartésiennes du point N (t).

1. Montrer que, pour tout ¢ € R, on a

{x(t) = 2cost — cos 2t
y(t) = 2sint — sin 2t

pour tout ¢t € R,

oy = f(2) =22 — 22 =2xelt — (e“)2 = ¢t — ¢t
d’ou

x(t) + iy(t) = 2(cost +isint) — (cos(2t) + isin(2t))
= (2cost — cos(2t)) + i (2sint — sin(2t))

Par identification des parties réelles et parties imaginaires

{:U(t) = 2cost — cos 2t
y(t) = 2sint — sin 2t

Le reste de cette partie se consacre a 1’étude de la courbe paramétrée
donnée par les fonctions x et y.

2. (a) Montrer que les fonctions = et y sont 2r—-périodiques.

Les fonctions x et y sont définies sur R et, pour tout £ € R,



{:I;(t + 2m) = 2cos(t 4+ 2m) — cos 2(t + 2m) = 2 cos(t + 2m) — cos(2t + 4m)
y(t 4 2m) = 2sin(t + 27) — sin 2(t + 27) = 2sin(t + 27) — sin(2t + 4)

donc
{x(t +27) = 2cost — cos 2t = x(t)
y(t + 27) = 2sint — sin 2t = y(t)

Conclusion :

Les fonctions z et y sont 2r—-périodiques.

Pour tout réel ¢t € R, montrer que le point N(—t) se déduit du point
N(t) par une symétrie que 1'on précisera.

pour tout t € R,

{x(—t) = 2cos(—t) — cos2(—t) = 2 cos(—t) — cos(—2t)
y(—t) = 2sin(—t) — sin2(—t) = 2sin(—t) — sin(—2t)
donc

{ x(—t) = 2cost — cos 2t = z(t)
y(—t) = —2sint — (—sin2t) = —(2sint — sin 2t) = —y(¢)

Conclusion :

Le point N(—t) se déduit du point N(t) par la symétrie d’axe I'axe des abscis

Déduire des questions 2(a) et 2(b) un intervalle I de longueur minimale
et de la forme [0, o] avec o > 0 pour I'étude de la courbe paramétrée.

Nous allons étudier la courbe paramétrée sur l'intervalle I = [0; 7).
Nous obtiendrons ensuite la courbe paramétrée sur l'intervalle I =
[—7; 7] par symétrie d’axe I'axe des abscisses (voir question 2(b) ) et
nous aurons ainsi la totalité de la courbe paramétrée sur 'intervalle R
par périodicité de x et y (voir question 2.(a) ).

Montrer que les fonctions x et y sont dérivables et déterminer les
expressions de z/(t) et y/(t) pour tout ¢t € [0,7], puis étudier leur
signe. On rappelle les formules trigonométriques suivantes
sinp—sinq:2008p+qsinp;q
p+q . p—gq

COSpP — cosq = —2sin 5 sin 5




Dérivabilité de = et y

x et y sont des sommes de fonctions dérivables sur R donc x et y sont
dérivables sur R.

Expressions de z'(t) et y/(t)
Formules utilisées : (2u) = 2u/, (cosu) = —u'sinu et (sinu) =
u' cosu

Vte R

{x’(t) = 2(—sint) — (—2sin 2t) = 2(sin(—t) — sin(—2t))
y'(t) = 2cost — 2cos2t = 2(cost — cos 2t)

1e
—1 —2t —t) — (=2t —3t t
a:/(t):2<2cos( )+ ( )sin( )~ ( )):4cos—sin—
2 2 2 2
t —2t t— (=2t —t 3t
y'(t) =2 (—2 sin +(=20) sin ( )) = —4sin — sin —
2 2 2 2
Conclusion :
3t t
2/ (t) = 4 cos — sin =
t2 3t
() = 4sin - sin —
y'(t) sin o sin
Signe de z/(t)
t 0 3 &z m
3 s 3T
7 |0 2 Fl
COS % 1 + 0 — —1 — 0
;|0 6 5 5
-t 1
simf 0 0+ ¥+ L+ 1
signe
de 0 + 0 - —2v/3 - 0
/(1)




Signe de /()

t 0 3 e m
3 |0 6 3 5
t 1
simf |0+ 3 4+ ¥+ 1
7 |0 : ™ i
sind | 0 + 1 + 0 - -1
signe
de 0 + 2 + 0 - —4
y'(t)

(b) Dresser le tableau de variation conjoint des fonctions z et y sur I'in-
tervalle [0,7]. On y fera apparaitre les valeurs de x(t), '(¢), y(t) et
y'(t) pour t € {0,7/3,27/3,7}.

Nous obtenons le tableau de variation:

t 0 3 z m
signe
de 0 + 0 - —2V3 - 0

/()

varia-
tions / \ _%
de z \

[\S] (o]

1 -3
signe
de | 0 + 2 + 0 - 4
y'(t)
varia- 33

2
tions V3 — \




4. Montrer que pour tout réel ¢ €]0, 7|, le vecteur M (¢)N(t) est orthogonal a
la tangente a la courbe paramétrée en N(t).

Soit t €]0, 7],

(2cost — cos2t) — (cost)
M@N( ( (2sint — sin 2t) — (sint) )

IJ\Z(t)N(t (

Or la tangente a la courbe paramétrée en N (t) a pour vecteur directeur
— ! t
“(yio)
y'(t)
ie

. (2(— sint) — (—2sin 2t)>

2cost — 2cos 2t

cost — cos 275)
sint — sin 2t

ie
. (2(— sint + sin 2t)>
2(cost — cos 2t)
Donc le produit scalaire
M (t)N (tYo = (cost—cos 2t) x 2(— sin t 4sin 2t) 4 (sin t —sin 2t) x 2(cos t —
cos 2t) = —2(cost—cos 2t)(sint —sin 2t) +2(cost —cos 2t)(sint —sin 2t) = 0

Donc

Le vecteur M (t)N(t) est orthogonal a la tangente a la courbe paramétrée en N (t)

5. Tracer la courbe paramétrée. On fera apparaitre en particulier les points
N(t) pour t € {n/3,7/2,27/3, 7} ainsi que les tangentes en ces points.

Détail des points et tangentes

t=0

2'(0) = ¢/(0) = 0 Donc Ny est un point singulier
VteR

{x”(t) = —2cost — (—2)(2) cos 2t
y"(t) = —2sint — 2(—2)sin 2t

donc



Vte R

{a:”(O) = —2cos0 — (—2)(2) cos0 =2
y"(t) = —2sint — 2(—2)sin2t =0

2
Donc la courbe a pour vecteur tangent v (O) en Ny(1,0).

t=1

3
x’ (%) =0ety (5) =2 Donc Nz est un point régulier

et la courbe a pour vecteur tangent v(x) <(2)> en Nz (%, \/75)

— 2r
t=3

x’ (%’T) = —2ety (%’T) = 0 Donc N9 est un point régulier

(o) e v

3
' (r) =0et 3y (m) = —4 Donc N est un point régulier

)

NG [\]

V3
et la courbe a pour vecteur tangent V(2 7)

t=m

et la courbe a pour vecteur tangent v (_04> en N, (%, */73)



=

6. Calculer la longueur de la courbe paramétrée, donnée par la formule

/_ﬂ \/x’(t)2 + 4/ (t)*dt

Posons

2 t . 3t
/ \/:1: 24/ (t)*dt = / 4 cos — sin (4 sin 3 sin 5) dt
s 2 2 2
= / \/(4 sin E) [(COS ﬁ) + (Sin ﬁ) ] dt
o 2 2 2
m ¢ 2
= / \/(4 sin —) x 1dt
o 2
™ ¢ 2
L=4x / (sin 5) dt




T t2
L:4><2></ (sin—)dt
0 2

T t
L:8></ sin —dt
0 2

t Vi
L =8 x l—2cos—]
21y

L =-16 x (cosg —cosO)
L=-16x(0—-1)

L = 16 unités de longueur




