Mathématiques - Concours ATS 2023
Proposition de corrigé

Exercice 1 :
Partie A — Etude d’une matrice

1. (a) Comme ‘A # A, alors ‘La matrice A n’est pas symétrique réelle. ‘

2 2

(b) En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient det A = —1 0 0

|:O:

‘la matrice A n’est pas inversible. ‘

Le noyau de A n’est alors pas réduit au vecteur nul, donc il existe un vecteur colonne U non nul
tel que AU = 0U c’est-a-dire que U est vecteur propre de A associé a la valeur propre 0.

‘Une valeur propre de A est 0. ‘

2.(a) On a
P(\) =det(A— M)
- 1 0
=12 =X 2
0 1 =)
- 1 0
=10 - 2 Cl < C1 — 03
A 1 =)
-1 1 0
=20 =X 2
1 1 =)
0 2 =X
=A0 =X\ 2 L1 — L1 + L3
1 1 =X
2 =X
=A - 2
=4 -)\?)
soit

(PO =A2-N)(2+)).|

(b) Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique.

‘La matrice A admet 3 valeurs propres simples et distinctes A\ = —2, Ao =0 et A3 = 2.

(c) La matrice A admet 3 valeurs propres distinctes, donc, d’aprés la condition suffisante de diago-

nalisation, | la matrice A est diagonalisable.

x
3.(a) U= |y | € Ex, <= AU = \U soit le systeme suivant a résoudre :
z
1
y=—2x 2r+ y =0 L THy+2=0 L3l
20 +22=-2y <= (20+2y+2:=0 Ly <= (2z+4y =0 Ly+— I, soit
y=-—2z y+2z=0 L3 20+y =0 L3+ Ly— L3
r=2x
y=—2x .Onaalors E), = Vect ((1,—-2,1)).
z=z

Une base de E), est le vecteur (1,—2,1). ‘




=0
x
(b) De méme, U = |y | € E\, <= AU = XU soit le systéme suivant a résoudre : ¢ 2z + 2z = 0

z y=0
xT=ux
soit y =0 . On a alors E), = Vect ((1,0,—1)).
z=—x
‘Une base de Ej, est le vecteur (1,0, —1). ‘
x
(c) De méme, U = |y | € E), <= AU = \3U soit le systéme suivant a résoudre :
z
_ 1
y=2x -y =0 In Toy+z=0 Ll
2r + 2z =2y = (22-2y+22=0 Ly <= (2z—y =0 Lyo+— I, soit
y=2z y—22=0 L3 20—y =0 L3+ Ly+ L3
rT=ux
y=2x Onaalors E), = Vect ((1,2,1)).
z=ux
Une base de Ej, est le vecteur (1,2, 1). ‘
4. La matrice A est diagonalisable, et on a
-2 00
D=0 00
0 0 2
et une matrice ) de passage, donc inversible, qui est
1 1 1
Q=1-2 0 2
1 -1 1
avec D = Q 1AQ soit A =QDQ !
a
5. En écriture matricielle, le polynéme P a pour coordonnées U = | b |, son image par v a pour
b
coordonnées AU = | 2a + 2¢ | soit en écriture vectorielle,
b

v(P) =bX%*+2(a+c)X +b

6. Les coordonnées de polynéme X2 —2X + 1 dans la base donnée sont (1, —2,1), du polynéme X2 —1,
(1,0,—1) et du polynéme X2+ 2X + 1 sont (1,2,1).
On remarque que ces coordonnées sont celles des vecteurs propres de la matrice A qui forment une
base, donc ’ la famille € est une base de Rqo[X]. ‘

7. ‘Dans cette base €, la matrice de v est alors la matrice diagonale D.




Partie B — Etude d’un endomorphisme

L [dim R, 1[X] = n|

2. (a) Soit P et @ deux polynémes de R,,_1[X]. Sachant que la dérivation est linéaire, on a immédiate-
ment f,(P+ Q) = fo(P) + fn(Q) et pour tout réel A, f,,(AP) = \fn(P).
‘ fn est une application linéaire. ‘

(b) — En prenant P =1 d’ott P’ = 0, on obtient ‘fn(l) =(n-1)X.
— Pour P = X""talors P/ = (n—1)X" 2 dott| f,(X" 1) = (n—1)X"2

— Pourk € {1,2,...,n—2} P = X"don P = kX L dot| fo(X*) = (n — 1 — k) X" + kXF—1,

(c) Comme k € {1,2,...,n — 2}, alors f,(X*) est au plus de degré n—1, f,,(1) de degré 1 et f,(X""1)
de degré n — 2, et f,(P) s’écrit comme combinaison linéaire de ces f,(X"), alors f,,(P) est de
degré inférieur ou égal an — 1 :

‘ fn est un endomorphisme de R, _1[X]. ‘

3. A l'aide de la question précédente pour n = 3, on a :
f3(1) = 2X, f3(X)=X?+1, f3(X?) = 2X. La matrice représentative de f3 est donnée par I'image
des vecteurs de base dans la base de I'espace d’arrivée, c’est-a-dire ici

o N O

1
0
1

o N O

4 Ona P = (X=DH(X+1)""F doit P = k(X =D (X+1)" " F o (n= 1= k) (X - DF (X 1),
Comme X? — 1= (X —1)(X + 1) alors
(X2 —DP =KX - DX +1)" "+ (n—-1-k)(X -1 (X +1)" 17k

faP) = (X =DM X +1)" " F[(n— D)X —k(X +1)— (n—1—k)(X —1)]
=(n—1-2k)(X - DFX 4 1)1k

soit fn(Px) = (n — 1 — 2k)P.
Comme Py n’est pas le polynéme nul, cela signifie que

‘Pk est vecteur propre de f, associé a la valeur propre n — 1 — Zk‘

5. k prend n valeurs distinctes entre 0 et n—1 donc f,, admet n valeurs propres distinctes. Par conséquent,
d’apres la condition suffisante de diagonalisation, ‘ fn est diagonalisable. ‘




Exercice 2 :
Partie A — Deux équations différentielles

1. (a) (Ep) s’écrit y” = 0 donc les solutions sont de la forme |t — at + b, avec (a,b) € R?.

(b) Pour a > 0, (E,) s’écrit y" + ay = 0. Les solutions de cette équation différentielle harmonique
sont données par

t — acosty/a + bsinty/a, avec (a,b) € R2.

2. (a) On a u(t) = tv(t*) d’ott par dérivation d’un produit et des fonctions composées,

o/ (t) = v(t?) + 2t% (7).

(b) De méme, u”(t) = 2t (t?) + 4tv' (t?) + 4t30" (¢?) soit

u (t) = 430" (£2) + 6tv’ (12).

(¢) u est solution de (E,) si et seulement si u” +au = 0, soit pour t > 0, 430" (t*)+6tv' (1*) +atv(t?) =
0 c’est-a-dire aprés simplification par t # 0, | 4t20” (t2) + 6/ (t?) + av(t?) = 0.

A Paide du changement de variable bijectif de R*™ dans R*T, X = ¢2, cela équivaut a 4Xv"(X) +
6v'(X) + av(X) = 0, soit en revenant en variable t = X,

‘u est solution de (E,) si et seulement si v est solution de (Fy,). ‘

3. (a) D’apres la question précédente, u est solution de (Ep) si et seulement si v est solution de (Fp).
Or les solutions de (Ey) sont les fonctions données par u(t) = at +b et u(t) = tv(t?). D’otl, comme

b b
t>0,v(t?) =a+ - soit v(t) =a+ — b) € R%
> 0, v(t) a—i—tsm v(t) a—i—\/iavec(a, ) €

En prenant les notations de ’énoncé, on obtient que

les solutions de (Fp) sont les fonctions de la forme ¢t — G + Oy avec (Cy, Co) € R2.

Vit

(b) De méme, on obtient u(t) = tv(t?) = acosty/a + bsinty/a d’oil, en prenant les notations de
I’énoncé, on obtient pour a > 0

cosyvat n sin v at

\/7? CQ \/E avec (Cl, CQ) € RQ.

les solutions de (F,) sont les fonctions de la forme t — C

Partie B — Une équation aux dérivées partielles

1. |U est un ouvert de R3, donc pas un fermé de R3.

2. (a) La fonction (z,y,z) — 22 4+ y? + 22 étant un polynéme de degré 2 en z, vy, z est donc définie et
de classe €2 sur U, d’image ]0; +00[. Par composée avec la fonction v de classe €? sur 105 +o0],

alors | la fonction f est de classe €2 sur U.

(b) Par dérivation des fonctions composées, on obtient immédiatement

0
a—i(az, y, z) = 2xv' (2% + y? + 22).

(c¢) Par dérivation d’un produit et de fonctions composées, on obtient de méme

82

V(x,y,z) € Ua @

(z,y,2) = 422" (2% + y* + 22) + 20/ (2 + ¥ + 7).

Par permutation circulaire des lettres x, y et z, on obtient de méme

02 f
a2
02 f
922

(z,y,2) = 420" (2 + y* + 2%) + 20/ (2% + y* + 22)
V(z,y,2) €U,

(x,y,2) = 42°0" (0 + y* + 2%) + 20/ (2 + o° + 2°)




(d) A Taide des questions précédentes, on obtient

V(z,y,2) €U, Af =60 (2? +9* +22) +4(2? + > + 220" (@ + 9> + 27).

3. Af +af =0 équivaut & 6v' (2% 4+ 3 + 22) + 4(2® +y* + 22" (@ + 2 + 2°) + av(z® +y* + 22) =0,
soit en posant t = x2 + y% + 2% > 0, on reconnait équation différentielle (F,).

‘ f est solution de Af 4+ af = 0 si et seulement si v est solution de (Fy). ‘

1

Vit

4. D’apres la question précédente, Ag = 0 équivaut a v solution de (Fp). On a v(t) = + Cy d’ou, par

exemple en prenant C; =1 et Cy =0

1

22 2 + 22

Une solution de Ag =0 est g(z,y,2) =




Exercice 3 :
1. f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0.
Vit e |-m;m[, =t €|-m;7w[, f(—t) = —tcost = —f(t) a l'aide de la parité de la fonction cosinus.
f(m) = f(=7m) =0 car f est 2m-périodique, donc f est impaire sur [—m ;7).

Grace a la période, | f est impaire sur R. ‘

2. (a) f étant impaire, on a ‘Vn eN, a, =0. ‘

(b)

1 s
by = */ f(t)sintdt
-
2 s
= */ f(t)sintdt f est impaire
7 Jo

2 T
= —/ tcostsintdt
0

s
1 ™
= —/ tsin 2t dt
™ Jo
u=t =1
En posant ¢ ) d’ou 1 avec u et v de classe €' sur [0;7], on a par
v = sin 2t U:—§COSQt

intégration par parties

T 1 ™ 1 T
/ tsin 2t dt = [—tcos Qt} + f/ cos 2t dt
0 2 o 2Jo

1
SR 7 [sin 245

2
__T
2
1
Soit | by = ——.
01 1 5
(c) Vn > 2,
1 ™
by, = 7/ f(t)sinnt dt
™ J—7
2 ™
= f/ f(t)sinntdt f est impaire
T™Jo
2 ™
= —/ tcostsinntdt
™ Jo
1 ™
_ 7/ t (sin(n + 1)¢ + sin(n — 1)) dt
m™Jo
1 ™ s
=— (/ tsin(n + 1)tdt+/ tsin(n — 1)t) dt
s 0 0
u=t . u' =1 1
Enposant§ , d’ou 1 avec u et v de classe ¢ sur [0; 7],
v =sin(n + 1)t v=— +lcos(n+1)t
n

on a par intégration par parties

“ t D" 1 ”
/ tsin(n + 1)t dt = {— cos(n + )} + / cos(n + 1)t dt
0 n+1 o n+1Jo
cos(n+ 1)w [

n+1 (n+1)2
-1 n+1
S Yo A

n+1
(="
n+1

sin(n + 1)t]5 or coskm = (—1)*

=T



En changeant n + 1 en n — 1 dans la formule précédente, on obtient également
o (=)™
t —Dtdt =m——.
/0 sin(n — 1) 1

On en déduit alors

1 n 1 }
n+1 n—1]"

Par définition de la fonction, f est continue sur |- ;7| et avec la période 27, f est continue sur
R privé de t = 7 + 2km avec k € Z.
Sit#m+ 2km avec k € Z, ’égalité est vraie car f est continue en t.

Sit =7+ 2km avec k € Z, les limites quand h tend vers 0 de f(t + h) et f(t — h) sont opposées
et valent m ou —.

(-1 |

Le membre de droite de 1’égalité proposée vaut donc toujours 0 qui est la valeur de f(t) = f(m).

Donc

vt € R, f(t):%%%(f(whwf(t—h)).

L’énoncé dit que la fonction f est de classe €' par morceaux.

Donc d’apres le théoreme de Dirichlet, le série de Fourier converge vers la fonction régularisée,
qui est justement obtenue a la question précédente.

Par conséquent, |la série de Fourier S f converge vers f. ‘

Pour n > 2, on a

1 1 72
by =
" [n+1+n—1}

1 2 n 1
n+1)(n—1)  (n—1)2

2 1 1

(n+1)(n—1) n—-1 n+1

BT

Par décomposition en éléments simples immédiate, On en déduit

1 1 1 1
Vn > 2, b = - .
" " (n+1)2+(n—1)2+n—1 n+1
1 1 2 1

On a vu précédemment que D1 nrl T )= 1) fodim:2

1
Or la série de Riemann E — converge, donc d’apres le théoreme sur les équivalents, la série a
n

+o0 ( 1 1 >
Z — converge.
n—1 n—+1

termes positifs

n=2
N 1 1
E t N>2 Sy= — ,
n posant pour N 7;2<n—1 n—l—l) on a
N N
1 1
Sv=3 -
n:2n—1 n:2n+1
_N—ll N+11
k:lk k73k
N—-1 N—-1
1 1 1 1 1
(R )
2 Zk —k N N+1
_1+1 1 1
- 2 N N+1



1 : 1 o
O M W T Wy 04

1 X1 1 3
la série Z(nl n+1> converge et Z(nl_n+1>:2'
n=2

1 1
(¢) Comme Z m et Z m convergent, séries de Riemann, alors on a
+o0 ~+o00 +00 +00
1 1 1 1
ngzn n;Q(n—i_l)Q nZ::z(n—l)z nz:; n—1 n+1

+oo +00
1 1 3
Y ptipts
2 2
k:Bk k:lk
+oo +oo
1 ( 1) 1 3
=> S —(1+=)+>) 5 +=
2 2
k:lk 4 k:lk

Soit

+oo2 +ool 1
an:2zﬁ+—
n=2 k=1

/ f2 / t? cos? tdt

1
5/ 1 + cos 2t)t? dt

1
5/ 2dt + = /t2cos2tdt

5 [31 2/ t“ cos 2t dt

1
%+ 5/0 2 cos 2t dt

u = 12 u =2t
En posant d’ou 1 avec u et v de classe €' sur [0;7], on a par
v = cos2t

! v = 3 sin 2¢
intégration par parties

T 1 T
/t%othdt:—[t?sinztr—/ tsin 2t dt
0 2 0 0

:0—/ tsin 2t dt
0

= —7by

T 3
2 _m w
/O Pyde ="+ 1.

(b) A Taide de la relation de Parseval, on a
L[ 2 0, IS 5 o
%L f (t)dt:ao+52(an+bn)

— 2 ZbQ

d’ou




1 ™
Or —/ A1) —/ f2(t) dt car f* est paire.

+o0
1
On a également fbl + = Z b2 Z 2 d’ou l'on tire
n=1
—=—
—n 6




Exercice 4 :

1. La fonction calculSomme(n) en pseudo-code et en Scilab :

Fonction calculSomme(n) function s=calculSomme (n)

5+ 0 s=0
pour k valant de 1 a n faire for k=1:n
1 s=s+1/(k"2)
S<—S+ﬁ end
fin endfunction

retourner s

Quelques valeurs de calculSomme (n) :

-—> calculSomme (10)
ans = 1.5497677

--> calculSomme (100)
ans = 1.6349839

-—> calculSomme (1000)
ans = 1.6439346

2. La fonction approx(eps) en pseudo-code et en Scilab :

function s=approx(eps)
n=1
while 1/n > eps

Fonction approx(eps)
n<+1

tant que — > eps faire

n n=n+1
| n+n+1
end
fin
s=calculSomme (n)
retourner calculSomme(n) ,
endfunction

1
Remarque : il était possible de se passer de boucle TantQue en remarquant que — < eps est vrai pour
n

1
tmﬁemmrnk{_J+LHaﬁﬁdmmpmwbﬁm@mnqmnmdemmmwmmkamnme({

eps
1
La valeur de {J—%l s’obtient par l'instruction ceil(1/eps) en Scilab.
eps
1
Quelques valeurs approchées de Z 72 :
k=1
—-=> approx(0.1)
ans = 1.5497677
--> approx(0.001)
ans = 1.6439346
-=> approx(0.00001)
ans = 1.6449241
--> %pi~2/6
ans = 1.6449341

10
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Exercice 5 : Partie A - Analyse complexe
L) (1-w) (1+w+w?) =1-w®=0.
Comme w # 1, on obtient que 14+ w4+ w? = f(1,1,1) =0.
(b) f(l,w,w2):1+w2+w4:1+w2+w:0
f(l,wQ,w):l—i—wB—i—w?’:?).

2. (a) |—w|= ‘—ei%/g‘ =1 et arg (—ei2”/3) = arg (e_i” X 612”/3) = arg (e_i“/?’) = —m/3.
(B) =] =|1— (—;—i—i\f)‘—‘g i\f :,/g %:\/91

3. Soient u = (ay ,az,a3) € C*, v = (b1 ,by,b3) € C3 et A € C.
On montre aisément que f (Au+v) = Af (u) + f (v).
Ainsi, f est linéaire.

Partie B - Triangles équilatéraux
1. M1MsMj3 est équilatéral direct si et seulement si M; Mg = MsMg3 et M@/Ig; = —m/3.

M1M2 = M2M3 ~ ‘Zl — 22‘ = ‘23 — 22‘
zZ3 — 292

=1car 29 # 21

zZ9 — 21
— ———
MMyMy = —7/3 < (MaMy , MM;) = —7/3
& arg (23 — 22) =-—m/3

22— 2
- , a2 . . . 2R3 T 22
Ainsi, M{MsMjs est équilatéral direct si et seulement si = —w.
Z1 — %9
2. En reprenant la condition précédente :
zZ3 — 29
= —w&S 23— 20 =—wWz +w2e
21 — 22

Swz—(14+w)za+23=0
S w2 —|—w222—|—23 =0car l+w+w?=0
S 21+ we +w223 =0
< f(z1,22,23) =0
Partie C - Un résultat géométrique

1. En utilisant la condition équivalente de la partie B, A'CB est équilatéral direct si et seulement si

o —f
= —w
y—F5
Ce qui équivaut & o/ = 8 —w (v — B).
De méme ACB' est équilatéral direct si et seulement si
B—n _
= —w
o =7

Ce qui équivaut a 8 = v — w (o — 7).
Puis BAC' est équilatéral direct si et seulement si

7Y -«

08—«

Ce qui équivaut a
Y =a-w(B-a)

11



2.(8) 2wy = 5 (kv +7—wla =)= 5 (1 ~w)at 2+w)7)
v =3 (a+f4a)
D'ou :
2wy — N = 3 (~wa— f+ (1+)7)

:%<—wa—6—w2ﬁy)
:—g (a—i—w’y—i—wzﬁ)
B wo
=3

(b) En suivant le méme raisonnement, on trouve :

w26
ZNC_ZN:_?
et
0
IN, — AN = ——
Na N 3

3. D’apres la question B2, le triangle NANpN¢ est équilatéral direct si et seulement si
f(any s 2ng 5 2ne) = 0.

Calculons :
) 0 25
F (2N, 2Ng 2Ns) = <—3 + zn, —% + zn, —% + ZN> d’apres les questions C2a et C2b
0 2 A s s
=-3 x f (l,w,w ) +2zy x f(1,1,1) grace a la linéarité de f.

= 0 d’apres les questions Ala et Alb.

Ainsi le triangle NANgN¢ est équilatéral direct.
4. On a :

NaNp = |2n; — 2w,

= |(2n5 — 2N) = (2N, — 2N))|

9]

= — d’apres la question A2b.

V3
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