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Corrigé

Exercice 1

1. Le calcul de I s’effectue directement :

1 ™
10:—/ do=1.
T Jo

Pour calculer I, on utilise la formule de trigonométrie suivante : sin?(f) = = (1 — cos(26)). On obtient :

N~

T

1 (" 1" 1 1 1
I = —/ sin?(0)df = — [ (1 —cos(20)) df = — |6 — = sin(260)| = =.
0 27 Jo 2 2 0 2

2. Soit k un entier strictement positif.

o LT oy gy 2k
I 4 kaﬂ_/ (sm (0) — sin (9)) do .

0
En factorisant par sin?*~2(6) on obtient :

1 [7 1 (7
Iy — Iy = ;/ sin®*~2(0) (1 — sin®(0)) do = —/ sin?*=2() cos*(0) df = Jy_1 .
0

0 ™

3. L’intégrale Jy_1 s’écrit :

1 s
Ty = — / sin?*72(0) cos*(6) df .
T Jo

Soit u et v les fonctions définies sur R par :
_ 1 . 2k—1 _
u(f) = T (0) et wv(0) = cos(d) .

Les fonctions u et v sont de classe C! sur R; leurs dérivées respectives sont les fonctions définies sur R
par :
u/'(0) = cos(0) sin®*72(0) et v'(0) = —sin(h) .

Le théoréme d’intégration par parties s’applique et nous permet donc d’écrire :

Jp—1 = 1 /Oﬂ u' (0)v(0) df = 1 [u(@)v(0)]y — 1 /Oﬂ u(0)v'(0) db .

™ s ™

S3

La fonction w s’annule en 0 et en 7, donc le crochet vaut 0, et on obtient :

1 T 1 T 1
Joo1 = ———— in?*~1(0) sin(f) df = —— in?*(0) do = I .
kol 7r(2k:—1)/osm (O)sin(0)df =~y | st (6) 2% 1"
En réinjectant cette expression de Ji_; dans la relation obtenue a la question 2, on obtient :
1 Iy = L 1
k—1 k — 2% — 1 k
ce qui donne :
1
Ir—1=|(1 1
k—1 ( + 2% — 1> k>
puis la relation (R) cherchée :
2k —1
I = k—1




(2Kk)!
s

4. Soit Py, la proposition : I, = On va démontrer par récurrence que Py est vraie pour tout entier

k>1.

1 2! 1
e Initialisation : ici £ = 1. D’apreés la question 1, I; = —. Par ailleurs 2! = 2 et 1! = 1 donc

4x (12 2
Ainsi P; est vraie.
e Hérédité : soit k£ un entier strictement positif fixé. Supposons que Py, est vraie, et montrons que Pr41
est vraie, c’est-a-dire que :
[ (2k +2)!
T (k)2

On commence par exprimer I en fonction de Iy grace a la relation de récurrence (R) :

;oo 2kt -1 241,
LT k1) P 2k
Puis on utilise I’hypothése de récurrence, qui donne Iy, en fonction de k :
(2k)!
Iy = .
4k (k)2
On obtient donc :
2k+1 (2k)!
Ip1 =

ok 12 aF(k)2
En multipliant haut et bas par 2k 4+ 2 on obtient :

L _@RE2ER+HERN_ (2k+2)!  (2k+2)!
T 00+ 0))24R N2 4(k + D2AR(ENZ T 4RI ((k+ 1))2

e Conclusion : pour tout entier k strictement positif, Py est vraie.
2n —1

5. Soit n un entier strictement positif. La relation (R) s’écrit : I,, = I,,_1. En prenant le logarithme

népérien de cette égalité, on obtient :
2n —1
2n

1
In(l,) =1In < ) +1In(l,—1) cest-a-dire wu, =In <1 - —> + Up_q -

2n

Par une récurrence immeédiate on obtient :
- 1
Up = UQ +kE_1h’l (1 — %) ;

or ug = In(Ip) = In(1) = 0 d’apres le résultat obtenu a la question 1. D’ou :
Uy = iln 1— L
S 2k)

6. (a) Soit h la fonction définie par : h(x) = In(1+z) —z. Elle est définie sur | — 1 ; +00], et elle est continue
et dérivable sur cet intervalle. On a :
1 -z

Vo > —1, h’(x):1+x—1:1+x.

Sur]—1;0[, 14z > 0et —z > 0, donc h'(z) > 0, ce qui montre que h est strictement croissante sur
]—1;0[
De plus 2(0) = 0. On en déduit que :

Ve el —1;0[, h(x)<0, clest-adire In(l+z)<z.

-1 -1
(b) Soit k un entier strictement positif. Alors e <0Oet o > —1 (car 2k > 1). Ainsi grace a la question
précédente, on peut écrire :



(¢) Des questions 5 et 6(b), on déduit que :

. -1
vn e N*,  wu, < Z T
k=1
L -1
Or lim — = —oo car la série de terme général — est de type Riemann divergente. D’ou :
n—+oo =1 2k 2k
lim wu, = —oo. Enfin, I,, = ¢, ce qui implique que :
n—-+oo
lim I,=0.

n—-+oo

1 ™
7. On calcule —/ Sy (z,0)do :
T Jo

8.

9.

1 [ 1
—/ Sn(z,0)d) = —/
™ Jo ™ Jo

i <Z ((213! (2 sin(@))2k> 4o

k=0
= ” (_1)k l 7rgcsim 2k
= 2 Gy (7 ) tesmon )
N ) Y L e
a Z Qk)' (W 0 d@)

l\?

_ N D o R
l;) W k4k(k|)2

=2 ((k;!l))2 (g )%

Soit x un réel fixé. On étudie la convergence absolue de la série (numeérique) de terme général oy =

—1)* 2k
(( k:!))2 (g ) . Pour cela on calcule le rapport et
Qpt1 (k')2 4k 1,2(1@-1—1) 562
ar | ((E+1))2 4k 22k 4(k +1)2
La limite, lorsque k tend vers +oc0, de Fiet1 ', vaut 0, donc, d’aprés le critére de D’Alembert pour les
ag

séries & termes positifs, on en déduit que la série de terme général || est convergente. Ceci étant valable

“’"ﬂ(f

2k
quel que soit le réel x, on en conclut que la série entiére Z e 5 ) a pour rayon de convergence
k=0

+o0.
(a) Le développement en série entiére de la fonction cosinus est le suivant :

= (CDF
cos(z) = ; 0! 2
=0

Son rayon de convergence vaut +oo.

(b) Soit x € R. En utilisant le développement en série entiére du cosinus donné a la question 9(a), on a :

ﬂ— T [+ _1\k
pla) = %/0 cos (zsin(f)) df = %/0 (Z ((2]1; (xsin(@))2k> do .




Soit n € N. On utilise alors le résultat de la question 7 pour écrire :

p(2) = gn(2)]

IN

1 7w [+oo
(e
—+o0

l/ﬂ 2:
& 0 (k_nJrl
1/7T
< -
™ Jo
l/ﬂ 2:
& 0 (k_nJrl

—+o0

A

_1\k ™ n o/ 1\k
( 1). (xsin(@))2k> df — %/0 <Z ((2]3' (xsin(@))2k> do

—+o0

>

k=n+1
—+o0

_1\k
((2]3! (x sin(@))%

2k)!

k=0

(z sin(@))2k> de

do

>d9

2k (sin(@))2k> do .

(zsin(0))?*

Or sin(f)? est un réel compris entre 0 et 1, et k > n, ce qui implique que : (Sin(@)Q)k < (sin(0)?)".

On obtient donc :

lo(z) — gn(z)]

10. (a) Le développement en série entiére de la fonction cosinus hyperbolique est le suivant :

Son rayon de convergence vaut +oo.

(b) Soit x un réel. La série de terme général

ch(z) =>"

1 T =3 1 2 . 2n
;/0 (k_;rl (2k:)!$ ¥ (sin(f)) ) de
1 g = 1 2 . 2n
;/0 (kz (2k)!$k> (sin(9))"" db
=n-+1
Ry ()

Ry () x % /O (sin(h))*" df .

— 1 22k

k=0

2k

x
w est a termes positifs. Elle est convergente ; sa somme

vaut ch(x) et R, (z) est son reste d’indice n; on peut donc en déduire que :

VneN, Rp(x) <ch(z).

1 s
Par ailleurs, — / (sin(#))*" df = I,,, donc le résultat de la question 9 se réécrit :
T Jo

lp(2) — gn(x)| < Ru(x) x I,, < ch(z) x I, .

11. D’aprés la question 6(c), la suite (I,,)nen tend vers 0, donc le théoréme des gendarmes implique que :

c’est-a-dire que :

lim o(z) — gn(2)] =0,

n—-+oo

lim g () = o(z) ;

n—-+o0o

Or: lim g,(z) = g(z). On en conclut, par unicité de la limite, que :

n—-+o0o



Exercice 2 Soit a et p deux réels positifs, avec p > 0.

1. Soit M un réel strictement positif. Alors :

M M ' Mo
/ e P¥gin(ax) dx = Im (/ e Prera® dac) =Im (/ elia=p)z dac) .
0 0 0

Comme p > 0, le complexe ia — p n’est pas nul, et :

M M
/ e(iafp)x do = |: 1 e(iap)I:| = - 1 e(ia*p)l\/[ - 1 )
0 a—7p 0 ia—p ia—1p

—p—ia

Déterminons la partie imaginaire de ce complexe. On a d’abord : ce qui montre que :

1 a
Im ( - =
a—7p a? + p?

Ensuite : e(@™PIM — ¢=pPMgiaM —_ o=PM (cog(q M) + isin(aM)), d’ou :

iafp: a? 4+ p?’

M
ja— p : —pM a —pM a
Im ella=Pz gy | = —— =~ — xsin(aM)e ™™ — ——— cos(aM)e™P
</0 ) a? + p? (o) @ T
Enfin, lim cos(aM)e ™™ = lim sin(aM)e P = 0 car ce sont des produits d’une fonction bornée
M—+o0o M—+o0

par une exponentielle qui tend vers 0 (car p > 0).

Ceci démontre que :
M
lim e PPsin(ar) dr = 5—
M—+o0 J a”+p

a

—+o0
Donc l'intégrale généralisée / e P?sin(ax) dr est convergente et vaut :
0

+o0 a
/ e PP sin(ar) dr = ———
0 a®+p

2. On définit F(p) par :

™ sin()
F(p)*/o 2 0) +p2

cos(0)
Vi+p?

on en déduit que la fonction 6 —

a) On pose t = La fonction cosinus est de classe C! et est une bijection de [0 ; Z] sur [0;1];
2
cos(0)

Ve

. Cela justifie le changement de variable. On obtient :

est de classe C' et est une bijection de [0 ; %} sur

1
05 ——=
[ V14 p?
sin(6) o

VT

0
et t? = cos™(0) ce qui implique que : sin?(f) = 1 — cos?(0) = 1 — t2(1 + p?). Alors :

dt = —

dt .

F()_/O 1+p /\/— Vit 1 /\/T 1
p)= L 17t2(1+p =)0+ Vitp Jo 12

Avec les notations de ’énoncé, on a donc :

1 1
Gp)=——, a=0 et b=

/1+p2, /1+p2.



(b) La fraction rationnelle a deux poéles simples, —1 et 1. Sa décomposition en éléments simples

,X2

t donc de la f :

€S onc de la 1rorme 1 B A + B
1-X2 1-X 14X’

1
ol A et B sont des réels. En procédant (par exemple) par identification, on trouve : A = B = o On

obtient donc :
1 /2 1/2

VERN-LIL e T T

1 1
¢) Le réel ———= est strictement compris entre 0 et 1. Donc sur 'intervalle |0 ; ——|, les fonctions
© 1+ p? l Vitp?]

t— 1—tett+— 1+t sont strictement positives. On peut donc leur choisir, comme primitives
respectives, les fonctions ¢ — —1In(1 —¢) et ¢ — In(1 +¢). On a alors :

1

1 /\/T
V1+p2 Jo 1—1t2
1 oAV 1
- 7/ * <—+—)dt
2+/1+p2 Jo 1—t 14t

1 \/172
= ———[~In(1—t)+In(@+)]y"*"
1

In
2/1+p? 1-

Fp) = dt

1 1
+ i

1
1+p2

1 | V1+p?2+1
= n .
24/1+p? V1i+p?-1

Exercice 3

1. (a) Soit P4 le polyndéme caractéristique de la matrice A. Soit I3 la matrice identité de taille 3. Par
définition, on a :
2—-X -1 1
Py(X)=det(A - XI3) = 0 1-X 1
-1 1 1-X

En développant ce déterminant par rapport a la deuxiéme ligne, on obtient :
PAX)=(1-X)(X?-3X+3)-(1-X)=1-X)(X?-3X+2)=—(X -1)*(X-2).

(b) Le polynome P4 admet comme racines : 1 (double) et 2 (simple). Or les valeurs propres de f sont
les racines du polynoéme caractéristique ; on a donc démontré que f admet deux valeurs propres :

A1 = 2 (d’ordre de multiplicité 1) et Mg =1 (d’ordre de multiplicité 2) .

2. On note Uy, le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A\; = 2. Soit i un vecteur de Uy,
Z1

de coordonnées | w1 dans la base ( i,7,k ) On a donc, par définition, f(171>) = 241, ce qui s'écrit
Z1
matriciellement :
X1 X1
A Y1 =2 Y1
z1 Z1
Cette égalité équivaut au systéme :
201 —y1+21 = 21
vtz = 2y,
—T1t+yit+za = 2z



qui lui-méme équivaut a :

X1 = 0
g = z
On en déduit que le vecteur ui appartient a U, si et seulement si ses coordonnées dans la base ( 1,75,k )
0 0 0 - = =
sont de la forme Y1 =y | 1 |.Le vecteur U de coordonnées 1 dans la base ( i,7, k:)
Y1 1 1
est donc une base de Uy,. On a donc :
- =
U= +Fk.
On procéde de méme pour U,,, le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A2 = 1. Soit b un
Z2
vecteur de U, , de coordonnées | ys dans la base ( 1,7,k ) On a donc, par définition, f(u_g) =uj,
z2
ce qui s’écrit matriciellement :
Z2 Z2
A Y2 = Y2
z9 z9
Cette égalité équivaut au systéme :
200 — Yo+ 20 = T2
Ya+22 = Y2 ,
—T2+Y2+21 = 22
qui lui-méme équivaut a :
T2 = Y2
z9 = 0
On en déduit que le vecteur uj appartient a U, si et seulement si ses coordonnées dans la base ( 1,75,k )
X9 1 1
- = =
sont de la forme To = T9 1 |. Le vecteur @ de coordonnées 1 dans la base ( i,7, k:)
0 0 0
est donc une base de Uy,. On a donc :
ridid
v = + 7 .

3. Dans la question 1(b), nous avons vu que la valeur propre Ay = 1 est double; et dans la question 2, nous
avons vu que le sous-espace propre Uy, associé était de dimension 1. D’aprés le théoréme de cours de
diagonalisabilité d’une matrice, ceci implique que la matrice A n’est pas diagonalisable.

é
4. (a) Considérons la famille de vecteurs (7, 7, k ) Pour montrer que c’est une base de F, nous allons

montrer que la matrice P de cette famille de vecteurs dans la base ( i, ) est inversible. Comme
é
s J

. - - .
on connait les coordonnées des trois vecteurs 7, T et k dans la base ( , k:) on peut écrire :

0 1 0
P=1110
1 01

Le déterminant de P se calcule par exemple en développant par rapport a la premiére ligne. On
trouve : det(P) = —1 # 0, ce qui montre que P est inversible. On en déduit que la famille (7 v,k )

est une base de F.
(b) D’apres les définitions respectives de U et U, ona:
- =
i+ g .

F(@) =20 =27 +2k et f(T)=T=7+



?) se lisent

 f(W) =27 et (V)= . Et d’aprés

T
%
(d) La matrice B de f dans la base (7,7, k:) contient, dans la premiére colonne, les coordonnées
2
%
du vecteur f() dans la base (7, o, k) Comme f(u) = 2, la premiére colonne sera | 0
0
Dans la deuxiéme colonne, on écrit les coordonnées du vecteur f (7) dans la base (7,7, k)
0
Comme f (7) = 7, la deuxiéme colonne sera 1 |. Enfin, dans la troisiéme colonne, on écrit les
0
— — — .
coordonnées du vecteur f( k) dans la base (7, v,k ) . Comme f( k)= T+ k , la troisieme colonne
0
sera | 1 |. Ainsi:
1
2 00
B=| 0 11
0 0 1
5. Les calculs de B? et B> donnent :
4 0 0 8 0 0
B*=10 1 2 et B=|0 1 3
0 0 1 0 0 1
Au vu de ces matrices, on peut conjecturer que :
2 0 0
Yn eN*, B"= 0 1 n
0 0 1
Montrons-le par récurrence. Soit P,, la proposition :
2" 0 0
B" = 0 1 n
0 0 1

e Initialisation : ici n = 1. La proposition P; est vraie par définition de B.
e Hérédité : soit n un entier strictement positif fixé. Supposons que P,, est vraie, et montrons que P41
est vraie, c’est-a-dire que :

ontl 0
Bt = 0 1 n+1
0o 0 1

On sait que : B! = B™ x B. On utilise la définition de B et I’expression de B™ donnée par I’hypothése
de récurrence pour effecteur ce produit. On obtient :

ontl 0
Bt = 0 1 n+1
0o 0 1



e Conclusion : pour tout entier n strictement positif, P,, est vraie.
. - = 2 - .
. La matrice de passage P de la base B = (z s 7, k:) a la base B’ = (7,7, k) est la matrice de la
— —-'=
famille de vecteurs (7, 7, k:) dans la base B = ( 1,7, k:) ; c’est donc la matrice qu’'on a définie dans

la question 4(a) :
0
1
1

P =

O = =

0
0
1

Le calcul de P~ (par exemple en “renversant” le systéme PX =Y, ot X et Y sont des vecteurs colonnes
quelconques de E) donne :

-1 1 0
pPl= 1 0 0
1 -1 1

. La matrice B est triangulaire supérieure donc son déterminant est donné par le produit de ses termes
diagonaux. On obtient : det(B) = 2 # 0, ce qui montre que B est inversible. Le calcul de B~! (par
exemple en “renversant” le systéme BX =Y, ot X et Y sont des vecteurs colonnes quelconques de E)
donne :

% 0 0
B'=(01 -1
0 0 1
On calcule B=2 = (B7Y)? et B=3 = (B71)3:
100 $ 0 0
BZ2=(0 1 -2 et B?=|0 1 -3
0 0 1 0 0 1
On peut alors émettre la conjecture que :
270 0
VYneN* B™"= 0 1 —n
0o 0 1

Ce résultat se démontre par une récurrence du méme type que celle de la question 5, puisque pour n € N*,
B~(n+1) — B=n » B~!. On obtient donc :

2" 0 0
VneZ, B"= 0 1 n
0 0 1

La matrice A et la matrice B représentent le méme endomorphisme f dans deux bases différentes; ces
deux matrices sont donc semblables, et plus précisément :

A=PBP!.

On en déduit alors que :
At =P H'B'Pl=pPBT'P!,

puis que :
VnelZ, A"™=PB"P7!.
Le calcul donne :
n+1 —-n n
VneZ, A"=| n+1-2" 2"—n n
1-2" 2n—-1 1



Exercice 4

1. Les deux fonctions cosinus et sinus sont 27-périodiques, donc = et y sont aussi 27-périodiques. On en
déduit que pour tout réel ¢, le point M (¢ + 27) sera confondu avec le point M (t). Il suffit donc d’étudier
les fonctions x et y sur un intervalle de longueur 27, par exemple [—7 ; 7] pour obtenir 1’étude de la courbe
en entier.

2. (a) Soit t € R. Comme la fonction cosinus est paire, on a : cos(—t) = cos(t), et comme la fonction sinus
est impaire, on a : sin(—t) = —sin(¢). On en déduit donc que :

w(—t) =x(t) et y(—t)=—y(t).

Le point M (—t) est donc le symétrique du point M (t) par rapport a 'axe des abscisses. Ceci étant
vrai pour tout réel ¢, on en déduit que la courbe présente une symétrie par rapport a l'axe des
abscisses.

(b) Soit t € R. On a : cos(m — t) = — cos(t) et sin(m — t) = sin(¢), donc on en déduit que :
x(mr—t)=—x(t) et y(r—1t)=yt).

Le point M (m — t) est donc le symétrique du point M (¢) par rapport a l'axe des ordonnées. Ceci
étant vrai pour tout réel ¢, on en déduit que la courbe présente une symétrie par rapport a ’axe des
ordonnées.

(¢) Soit t € R. On a : cos (£ —t) = sin(t) et sin (3 — ¢) = cos(t), donc on en déduit que :

z(gft):y(t) et y(gft) = 2(t) .

Le point M (g — t) est donc le symétrique du point M (¢) par rapport a la droite d’équation y = z.
Ceci étant vrai pour tout réel ¢, on en déduit que la courbe présente une symétrie par rapport a la
droite d’équation y = z.

3. Le résultat de la question 2(a) nous permet de réduire I’étude sur l'intervalle [—m ;7] a celle sur [0 ;=]
Puis le résultat de la question 2(b) nous permet de réduire I'étude sur I'intervalle [0 ;7] & celle sur [0; 3 ].
Enfin, le résultat de la question 2(c) nous permet de réduire 1’étude sur intervalle [0 ; %} a celle sur
Iintervalle I = [0 ; %]

Une fois le tracé obtenu pour ¢ appartenant & I, on effectuera d’abord une symétrie par rapport a la droite
d’équation y = x, puis une symétrie par rapport a I’axe des ordonnées, et enfin une symétrie par rapport
a l’'axe des abscisses.

4. Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R, donc les fonctions x et y, produits de cosinus et sinus,
aussi. On a :

vt € R, a/(t) = —sin®(t) + 2 cos®(t) sin(t) = sin(t) (2 cos®(t) — sin®(¢)) ,
et :

VtER, o (t) = cos®(t) — 2sin®(t) cos(t) = cos(t) (cos*(t) — 2sin’(t)) ;
En utilisant dans les parenthéses la formule cos?(t) + sin?(t) = 1, on obtient :

vt € R, a/(t) =sin(t) (3cos®(t) —1) et y'(t) = cos(t) (1 — 3sin®(t)) .

On se place sur 'intervalle I = [0 ; %] . Sur cet intervalle, la fonction cosinus ne s’annule pas, et la fonction
sinus ne s’annule qu’en ¢ = 0. Par ailleurs I'image de l'intervalle I = [0 ; ﬂ par la fonction cosinus est
V2 .1
2 b

I'intervalle [ }, et 'image de 'intervalle I = [0 ; %] par la fonction sinus est l'intervalle [0 ; 4} .

Ceci nous permet d’affirmer que Péquation 3 cos?(t) — 1 = 0, qui équivaut a Péquation cos?(t) = %, n’a

pas de solution dans I, puisque ni — % ni \/g n’appartiennent a {g ; ]

10



En revanche, ’équation 1 — 3sin?(t) = 0, qui équivaut a 1’équation sin’(t) = % admet exactement une

)
solution notée tg dans T; le réel ty est 'unique élément de I tel que sin(tg) = % = ?

De plus, comme la fonction sinus est strictement croissante sur I, on a :
3 m 3
Yt e [0;to], sin(t)<g et Vte}to;z[, sin(t)>§.

On en déduit le tableau de variation conjoint des fonctions x et y :

t 0 to z
(@) |0 + @ + %
V2
4
/
/
0
2v3
9
Y e N\
0 '
e
Yy |1 + 0 - =2

5. On a : 2(0) = 0 = y(0), donc le point M (0) a pour coordonnées (0,0).
Puis, en tg, sin(ty) = ?, donc cos?(tg) = 1 — % = %, d’ot, puisque ty € I, cos(tyg) = \/g Alors :

x(tg) = %\/g et y(to) = %. Donc le point M (tp) a pour coordonnées (%\/g, %)

Enfin,en J,ona:z(3) =y (%) = %. Donc le point M (%) a pour coordonnées (72,
Concernant les vecteurs tangents, rappelons le cours : si ¢ est un réel tel que z'(¢) et y'(t) ne sont pas
tous les deux nuls, alors le vecteur de coordonnées (2’(t),y’(t)) est un vecteur directeur de la tangente a
la courbe au point M (t).

Nous avons : 2'(0) = 0 et '(0) = 1, donc le vecteur de coordonnées (0, 1) est tangent & la courbe au point
M (0).

De plus, 2/(tg) = @ et y'(to) = 0, donc le vecteur de coordonnées ( 33,0) est tangent & la courbe au
point M (to).

Enfin, z/ (1) = Y2 ot ¢/ (%) = —ﬁ, donc le vecteur de coordonnées ( T ,—%) est tangent & la courbe
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au point M (F).

6. Voir la figure sur la derniére page.
7. Soit t € R tel que M(t) # O, et soit (p,6) un couple de coordonnées polaires de M (t). Cela signifie que :

{ x(t) = pcos(d)
y(t) = psin(6)

Alors :
p? = (z(t))*+(y(t))* = cos®(t) sin® (¢)+sin®(¢) cos? (t) = cos®(t) sin®(t) (sin’(t) + cos®(t)) = cos®(t) sin’(t) .
Par ailleurs, la formule de duplication du sinus donne :

sin(20) = 2 cos(#) sin(6) .
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Donc :

2 (0) = 4 cos2(0) sin?(g) — 22(t) y2(t)  4cos?(t)sin® (t)sin®(t) cos(?)
sin”() = 4 ©) (6) =4 P> 02 cost(t) sin’(t)

= 4cos?(t) sin?(t) = 4p? .

. Comme sin(26) est toujours compris entre —1 et 1, on déduit de la question précédente que 4p* < 1, ce
qui implique que p < % On en déduit que la courbe est inscrite dans le disque de centre O et de rayon %
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