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Mathématiques

Durée: 3 heures.- Coefficient : 3
Les exercices et |e probléme sont indépendants.
La calculatrice personnelle est interdite.

Exercicel
Soit un espace vectoriel E de dimension 3, muni du repére B=(€,, &, €). Soit f, un
endomorphisme de E de matrice dans labase B (a est un parametre reel) :
&2 6 30
A,=6-2 5 27
80 0 oo

1) Déterminer le polyndme caractéristique P, de A, . Préciser les valeurs de a telles que P, aune
racine double.

2) On supposeici que a vaut 3. Déterminer dans ce cas les valeurs propres et une base de E formée
de vecteurs propres de f,

3) On suppose que a vaut 2. Montrer que dans ce cas f, admet deux valeurs propresreéelles A, et

A, avec A, < A,. Calculer deux vecteurs propres, V, (associéa i, ) et v, (associéa i, ). f, est-il
diagonalisable?

4) Toujours pour a =2, calculer lamatrice K de I'endomorphisme g = (1‘2 - 2Id)2 dans labase B.
Montrer que (V, , &) est unebasede Ker g. Calculer f(€;) al'aidede (v,) etde (&).

5) Montrer que (\71,\72,?%) est une base de E. Donner lamatrice T de f, danslabase (\71,\72,?%).

Exercice 2

On considére lesfonctions F, (X) = 6 pour k entier naturel non nul. On rappelle que

ch“(t)
€+e’ e'-e' 2 2
ch(t) = > , sht) = 5 et que ch®t- sh®(t) =1.

1) Justifier I'existence de F, (X) pour tout réel X.
2) Pour tout entier naturel non nul k, onnote I, = |X'®T F.(x). Justifier I'existence de |,. Calculer 1,.

[ Indication : on peut utiliser le changement de variable sh(t) =u ].

3) Calculer J(y)= v _du Calculer, par uneintégration par parties, K(y) = ‘yﬂ
y_Q1+u2' » P €g par p : y_Q(1+u2)2-

. Y du

déduirelavaleur de L(y) = Q PR

4) A I'aide du changement de variable sh(t) =u , exprimer F,(x) avec lafonction L.
5)Onpose u, =1,, ,
5a) Exprimer I'intégrale par |e changement de variable précédent.

. . , " 1 u? o
5b) Utiliser ensuite la décomposition L) = EL - 1T )™ et une intégration par
: ) . ) 2p-1
parties pour démontrer larelation de récurrence U, = & u, .
2p °

5¢) En déduire I'expression compléte de u_, , al'aide de factorielles, de puissances de 2 et du

P+l
nombrep .

Exercice3
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Le plan P est muni d'un repére orthonormé
(O,i N ) On appelle K I'ensemble des points M

du plan tels que (OMN) soit rectangle en M,
avec N sur I'axe (y'y) et tel que MN=1.

1) On considéere les points W(0; V) et N(O;2v) ,
. N 1
ol v est un parametre réel tel que v|3 >

Montrer que I'intersection d'un cercle C, de
centre N et derayon 1 et d'un cercle C, de
centre W et passant par N est non vide et que les
points d'intersection sont dans K. Donner les
équations des cercles C, et C,.

2) Avec I'équation d'un des cercles, exprimer

n en fonction de x et y. En reportant cette
expression de n dans |'autre équation de cercle,
montrer que K est inclus dans la courbe K’
vérifiant 'équation x* + X’y - y* =0 (on
admettra dans la suite sans démonstration que
K=K"). Préciser les symétries de K.

3) On supposeici que M a ses deux coordonnées strictement positives. et on notet la mesure de
I'angle (TW) Calculer en fonction det leslongueurs OM et ON.

4) Pour un point M quelconque de K ( de coordonnées non nécessairement positives), déduire de
I'expression précédente et des symétries de K une représentation paramétrique de K al'aide du
parametret Préciser desintervalles pour t permettant de parcourir K une seule fois.

5) On appelle Dladroite passant par O orthogonale ala droite (OM) et H le point d'intersection de

D et de ladroite horizontal e passant par N.
Déterminer en fonction det non nul fixé:
a) Les coordonnées du point N.
b) Ladistance OH.
c) Les coordonnées du point H.
d) Montrer que ladroite (HM) est lanormale ala courbe K au point M.

Probléme

Partie A
On note B I'ensembl e des suites numériques (réelles ou complexes) u =(u,),., vVérifiant lacondition
$M>0,%a>0,"nl A, |u]£Ma"

¥
On leur associe lafonction G, (x) =é_ u.X" qui est définie lorsque la série converge.

n=0

e . 1

1) Montrer que G, (x) est définie pour tout x I E tel que | < 2

2) Montrer que I'ensemble des suites B est stable par addition, produit et contient les suites
geomeétriques et les suites polynomiales ( c.a.d. lessuitesu tellesque u, = P(n) , P étant un
polynéme ). Donner un exemple de suite qui n'appartient pas a B.
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3) Soit m un entier positif fixé, et une suite u =(u,),:, de B, on définit lasuitev =(v,),,, par
V,=U._,Sn3metv. =0si0En<m

Exprimez lafonction G, (x) al'aide de G, (x).

4) On introduit les polyndmes Ay(x) =1, A(x) =x, A,(x) =x(x- 1) et plusgénéralement

A (X) = X(X- 1)...(x - k+1) pour k entier positif.

a Pour une suite (u, ). , de B, soit lasuite w, =(A,(n)u,),., - Exprimer lafonction G, (x) a

l'aidede G,(x) endétaillant lescas k =1, k=2 et k>2.

b- On prend ici pour tout n, u, =1 . Calculer par récurrence sur k lafonction G, (x) et préciser

quel est le rayon de convergence de la série qui la définit.

c- On prend encore pour tout n, u, =1, et le polyndme P(X) = X> +4x° . Déterminer la

3
décomposition P(x) = é_ G A(x), en déduire lafonction G,(x) pour lasuite s=(s,),:, telleque
k=0

s, = P(n)u,.

Partie B

On sintéresse dans cette partie a l'éguation récurrente (ou l'inconnue est la suite y = (Y,) 0 )
15
(E) yn+zyn-1+3yn-2' Ya.3= U, pour n3 0
et on prend comme conventionque " n<0, y, =0, cequi revient aposer :

15 15
Yo=Uo 'yl+ =W LY, T y+3y0 UZ!yn+zyn-l+3yn-2-yn-3:un pour n3 3
Cette équation (E) associe donc atoute suite u=(u,),:, Unesuite unique y = (Y,),so -
Soit P le polynéme défini par: P(X) :1+125x+3x2 - x°

1) Exprimer lafonction G (x) al'aide de G, (X).

2) Montrer que P(X) possede une racine double a et lacalculer (on pourradiviser P(x) par

PEX) ).

En déduire l'autre racine b et lafactorisation de P(X).

3) Déterminer, par développement en série entieére convergent au voisinage de 0, les wit&s
1 1

p:(pn)n3 0’ q:(qn)n3 0’ (r )n30’te”esqueG (X)_ G (X) ( _ )2’ r( )_ X -

4) On prend ici dans (E) lasuite u=(u,),: ,définie par u0 =1, u,=0s n>0.

a Deéterminer G,(x)

b- Calculer les coefficients o, B,y telsque G, (x) =aG, (X) + BG, (X) +YG, (X)

b

n

. . n 1
c- Montrer que lasolution y = (y,),: de (E) sécrit (-2)'(cn+d) +e T et calculer les
constantesc, d, e



