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Mathématiques

Durée : 3 heures.- Coefficient : 3

Les exercices et le probléme sont indépendants .
La calculatrice personnelle est interdite.

Exercice 1l

Soit lafonction f , 2p-périodique, telleque " xT [- mt,x], f(X) =|N.
1) Calculer les coefficients de Fourier def. Montrer quef est égale alasomme de sa série de Fourier.

2) A l'aide du théoreme de Parseval, déterminer lasomme V = a ;
o (2k +1)°

¥
1 . < L
3) Onpose U = é o Exprimer U al'aide de V et en déduirelavaleur de U.

n=1

Exercice 2

Soit le polynéme défini pour tout entier naturel non nul n par:
n
R(0) = CouX" - CopX™ + CX™? - L+ CIC 1) = @ (- D CHX
k=0

On rappelle que lafonction cotangente est définie par cotan(x) = % pour xtel que sinx* O

1) Soit un polynémededegrén: Q(x) =ax"+a,_ X" +...+ax+a, =a (x- X)...x- x,) ayant
commeracines{Xx,... X} (distinctes ou non). Donner une expression de lasomme desracines a
l'eidede a, et a, , .

2) On prend t1 ]O%[ . En calculant de deux maniéres Iapartie imaginaire de

— Tl = —onT montrer que P.{cotan”(t)) = ————"
Sn? Sn2 i q ( ()) SN2t

kmt
3) Monter que P, an racines distinctes qui sont 1 cotan Tl 1£kE n%

. n(2n-1

4) En déduire que : a cotan?—_ = 1 ).

k=1 2n+1 3

, , 1 s .
5) Pour t * kn (aveck entier relatif) montrer que 1+ cotan’t = pracelt En déduire une expression en
fonction de n de: é
k=l gn?2
sin 1
1 1 1 1

6) Pour t1 ]O, 2[ montrer que cotant £ - £— , puis que cotan’ t£ 5 £ ——— Sntt

7) A I'aide des expressions trouvées au 4) et au 5) et de I'encadrement du 6) trouver un encadrement
5 1
delaforme: A £ eol — £ B, danslequel A, et B, sexpriment al'aidede n et dep.
k=1 k v
1 1
8) En déduire la convergence de la série de terme général ped et lasomme é kz
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Exercice 3

Soit un espace vectoriel euclidien E de dimension 3, muni du repére orthonormé direct B=(€,, €,, €,).
Onnote U.V et U UV le produit scalaire et le produit vectoriel des deux vecteurs Giet vV . On se
propose de déterminer I'ensemble H de toutes les applications linéaires f de E dans E telles que pour
tout vecteur U, onait UM f(u) (c'est adire U.f (U) = 0).

1) Pour 1£ k£ 3 caculer €.f(€,). En déduire que lamatrice M def danslabase B atous lestermes
de sadiagonale qui sont nuls.

2) Si M apour terme général m,; , calculer le produit scalaire (€ +€).f(§ +€) et en déduire une
relation entre m, ; et m;; . En déduire que lamatrice M est antisymétrique.

3) Si W1 E est fixé montrer que I'application f:E® E f:0® WUl est dans H. Préciser lamatrice
def danslabase B en fonction des composantes (p,q,r) du vecteur VYT H.

4) Montrer réciproquement quesi f T H dorsil existe un vecteur W1 E & déterminer en fonction des
coefficientsdelamatrice M def tel que f:U® WUU

& F 30
5) Soit I'endomorphisme g de E ayant dans labase B pour matrice A=%3 0 —5: . Montrer que
ef 3 Og

gl H , enprécisant le vecteur W1 E associé. Préciser |anorme de ce vecteur.
6) Déerminer I'unique valeur propre réelle delamatrice A et une base du sous-espace propre associé.

Probléeme

Soit A un paramétreréel avec 0 <A <2 et lesfonctions définies par :
fE® E fix1- Ax° gE® E g:x— f(f(x))
On étudie des suites numériques définies par x, 1 E et x ,, = f(x,) pour n® 0 (on notera aussi
X, = f"(x,)=fofo...0of(x,) avecntermesf ). Dansce probléme, on dit quea est un point fixe
delafonctionh s h(a) = o .

Partie A

Dans cette partie onfixe A =1/ 2 et ontravaillesur l'intervalle | =[0,1].

1) Montrer que f(1) I | et donc que l'on peut considérer f comme une application f:1 ® |,

2) Soit J=[f(2),1] . Montrer quef (1)1 J,etquef(J)1 J

3) Montrer que f posséde un unique point fixeal | . Calculer a et f&a) .

4) Montrer que  |f€a) <1 et auss que x1 [0,a] P -1< f(X)£0

5) Montrer que pour tout réel x del, x<ab a< f(x), etque a<xpb f(x)<a

6) Sur un méme graphique, placer la courbe représentative C de f, la premiére bissectrice D d'équation
y=X, €t le point d'abscisse a de C. On prend x, = 0, représenter graphiquement al'aidede D et de C
lasuite des cing premiers termes de la suite (xn)n3 , (sansles calculer numériquement ). Quel
comportement observe-t-on pour cette suite ?.

7) Montrer que " x1 1,|f&x) £1 et que" xI I ,|g®x)|£1

Endéduireque " x1 1, [g(x)- a £]x- d  (Indication: utiliser I'inégalité des accroissements finis)
8) Montrer ques x, < a lasuite x,, est croissante et aunelimite 7, , lasuite x,,,, est décroissante et
aunelimite /,. Montrer que ¢, = 7, = a.

9) Endeduireque " x, | I,Ii(gr;uéxn =a



Partie B

Dans cette partie, onfixe A = 6/ 5 et ontravaillesur I'intervalle K =[-1,1].

On étudieici les points fixes deI'application g(x) = f(f(x)). Pour x, I K, on notera
y. =0"(%) = X,, lasuitedesitérésde x, par g.

1) Montrer que f(K) 1 K .On considére donc g comme applicationg: K® K.

2) Montrer que f admet un unique point fixe dans|'intervalle K . Calculer ce point fixe qui est noté a
dansla suite (savaleur est distincte de celle trouvée en A 3). Montrer que a est aussi point fixede g,

et que s g possede un autre point fixe b, alors ¢ = f (b) est aussi point fixede g . Que vaut f(c) ?
3) On se propose de déterminer les points fixesde g dans K.

3.1- Soit p(x) =g(x)- x et g(x)= f(x) - x. Montrer que toute racine (réelle ou complexe) du
polyndéme q(x) est auss racine du polynéme p(x) .

3.2- Endéduireque p(x) =d(x)q(x), d(x) étant un polyndbme acalculer.

3.3- Caculer lesracinesde d(x)et montrer que g possede dans K exactement trois points fixes a
caculer. llssont notés ab,c.
4) Tracer sur une méme figure le graphe Gde g , lapremiére bissectrice D d'éguation y=Xx, et les
points d'abscisses a,b,c de G Expliquer graphiquement le comportement des suites itérées de terme
généra y, = g"(x,) = x,, slon lavaleur de x, . Quelle conclusion peut on en tirer sur le

comportement de lasuite x, = f"(x,)?



