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Mathématiques

Durée : 3 heures.- Coefficient : 3

Lestrois problémes sont indépendants et doivent étre traités.
La calculatrice personnelle est interdite.

Probleme 1

On considére lafonction :[0,n]°® R définie par :

f(xy) :M S OEXEYER et f(XY) :@ S OLyEXEm

Partie A

A Préciser lavaleur def sur les bords du carré[O,n]2
A Montrer que” (x,y)T [0,7]", f(y, )= f(x,Y)
A Calculer I'intégrale double (\!\Rsn]z f(X,y) dxdy

A A toute fonction continue y [0,7]® R, on associelafonction u définie par:

w09= Ty av="T2 Syw v+ 2 @ v (.

a) Montrer queu est deux fois dérivable et calculer u€x) et utgx)
b) Montrer que u est solution de I'égquation différentielle

: %uq:(:x)mp(x) avec u(0)=0 et u(r)=0

c) Dansle cas ouy (x)=sin(nx) avecn entier strictement positif, donner |'expression de
u sous forme d'une intégrale et donner la solution de I'équation différentielle du A b)

Partie B

Pour y1 ]O,n[ on définit une fonction ¢, sur R, 2p-périodique et impaire telle que:

x1 [0,%],0,()=f(xy)
A Pour y1]0, [ donné déterminer le développement en série de Fourier de o, .
[ On peut soit faire le calcul direct, soit utiliser lerésultat du A c) |

A ~ n=¥ < .
A Pour (xy)i ]0,%[”, en déduire une expression smple de a sm(nx)s;m(ny)

n=1

et de

"s* sin?(nx)

n=1 n
k=¥

~ S : L . 1

A a) A l'aide delaquestion précédente, calculer lasomme S¢= é >
k=0 (2K +1)
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k=¥ 1 n=¥ 1 .
b) On pose St¢= é, et S= é — =S¢+ S0 . Montrer que ces series convergent et

k=1 (Zk)z n=1 N
déduire du calcul précédent lavaleur de S,
n=¥ o2 k=¥
N (¢} [o}
A a) Cdculer g Sl (Any) , &t en déduirelasomme T¢=Q ;4
=t N oo (2k +1)
kg¥ ng¥ l
b) On pose T®= g 2R agT=a P =TG+T® . Montrer que ces séries convergent et
k=1 n=1

déduire du calcul précédent lavaleur de T.

Probléme 2

On associe atout polynéme P a coefficients réds le polynéme L(P) défini par
L(P)(X)=- x Pe¢x)+(x- 1)PEXx)

A Soit E=R,[X I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3 a
coefficientsréels. Montrer que L est un endomorphisme de E et déterminer sa matrice M
danslabase canoniquede E: B, =(T,,T,,T,,T,) avec T.: x> x"

A Déterminez |adimension du noyau et ladimension del'imagedelL.

A Diagonalisez lamatrice M, (on notera Ak ,pour O £ k £ 3, les valeurs propres de M

rangées dans|'ordre croissant, et donc aussi valeurs propres de L ). Déduisez-en la suite
de polyndmes R, (x) unitaires de degrés k( ayant 1 pour coefficient du terme de degré k)

telleque L(R,)=A, B, Montrezque B, =(R,,P,,P,,R,) est unebasedeE.
A On sintéresse maintenant ala recherche de solutions polynomiales P de I'équation

L(P)- A\ P=Q avecAl R et Qi Efixés (*)

k=3 k=3
a) On décompose Q=é a, P , et on recherche P souslaforme P:é b R .
k=0 k=0

Etablir les relations entre les coefficients (a, ) oz e5 € (0, )ogies

b) Montrer que si A n'est pas valeur propre de M, il existe une solution unique pour tout
Q, et donner le développement de cette solution dans labase B, enfonction de (&, )y .3

c) Si A estunevaeur propredelL (A=A, ,avec O£ k£ 3), quelle condition doit vérifier Q
pour qu'il existe une solution ? Déterminer alors toutes les solutions de (*) par leur
développement danslabase B, .

d) On prend A=X,, Q(x)=- 28+118x- 63x’+7x> Montrer qu'il existe une unique

solution de I'équation L(P)- A, P=Q telle que P(0)=0 Déterminer cette solution sous
k=3

laforme P:é b, R encaculant les (b, )ye s
k=0

A Montrez que B, possede 3 racines réelles distinctes dansl'intervalle]O, +¥ [ , dont une

danslintervalle ] 0,1] etunedanslintervalle ] 3,+¥ [
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Probléme 3

Soit un plan P muni d'un repére orthonorme (O;T, 17). On note D, ladroite d'éguation
y=0, | lepoint de coordonnées (0,1) et J le point de coordonnées (0, - 1).

Dans ce probléme, si E est un ensemble de points du plan, on note E =E\ (ECD,),
c'est adire E privé de son intersection avec D,

Partie A
A Soit M de coordonnées (x,y) avec yt Oet y 1. Ladroite (IM) coupe D, en W de

coordonnées (x,,,0) . Caculer x, enfonction de (x,Y)

A Soitr :W Montrer queles coordonnées du point M ¢ tel que: WM ¢= r\WJ verifient

:‘i:x¢= X
.:. o
Ty

y

A Pour M(x,y) avecy?! O larelation (1) définit une applicationf de P =P\ D, vers
P, mémes y=1.Montrer que cette application est bijective et donner I'expression de sa
bijection réciproque.

A Soit D une droite distincte de D, ayant pour équation cartésienne ax +by =c avec
(a,b)t (0,0). L'imagede D parf, notée D¢, est une droite D¢privéeéventuellement
d'un point. Donner une équation cartésienne de D¢ al'aidede (a, b,c).

A Soient deux droites D, et D, toutes deux non parallélesa D, et strictement paralléles
entre elles. Lesimages de D, et D, sont incluses dans les droites D¢ et Df . Quelle
particularité présente l'intersection de D et DS ?

A De méme soient deux droites D, et D, (toutes deux distinctesde D,,) sécanteset dont
l'intersection appartient 4 D, . Lesimagesde D, et D, sont incluses dans les droites Dy
et DY . Quelle particularité géométrique présentent D¢ et Dg ?

Partie B
Dans cette partie, f est toujours |'application de P vers P~ définie par (1). Onnote C le
cercle de centre | et de rayon R avec R strictement positif , C” ce cercle privé de ses points
dintersection éventuelsavec D,
A Donner une équation cartésienne de C ains que celledel'imagede C™ par f .
A Montrer qu'il existe une unique valeur de R ( adéerminer ) tellequelimagede C™ par
f est une parabole dont on donnera une équation, le foyer et ladirectrice.
A Déterminer I'ensemble des réels R strictement positifstels quel'imagede C* par f est
une ellipse dont on donnera une équation réduite, le centre, lesfoyers, et I'excentricité en
fonction de R

A Déterminer I'ensemble des réels R strictement positifstels quel'imagede C™ par f est
une hyperbole dont on donnera une équation réduite, le centre, lesfoyers, I'excentricité et
les asymptotes en fonction de R.

A Pour R>1 soient U et Vlesintersectionsde C avec D, . T, et T, sont les tangentes a

CenUetV.Lesimagespar fde T, et T, sont incluses dans les droites Tf et T .
Montrer que T et T4 sont les asymptotes del'image de C™ par f.
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