2000

Mathématiques

Durée : 3 heures.- Coefficient : 3

Lestrois problémes sont indépendants et doivent étre traités.
La calculatrice personnelle est interdite.

Probleme 1
Partie A
g@ 1 00
[ Soitlamatrice A, =¢1 O 1+, Déterminer son rang, puis calculer les valeurs propres et les
& 1 0p
VECteurs propres associ €es.
® 1 O 00
S i
OnseproposededéterminerI&svaleurspropresdesmatricesAT:SO . . . 0: carréesde

G: A
§ - 0 1 05
dimensionsn, tellesque a ; =1sii- j=lous i- j=- leta ;= 0danslesautrescas. On sat que
de telles matrices symétrique réelles ont des valeurs propres toutes réel les.
a%b
: : ¢ = -
[J Soit A unevaleur propredeA,, et soit X =¢ : “un vecteur propre (non nul) associé.
ex,g

Soit k le numéro deligne tel que [x,| = Max(x,|,....[x,])

Montrer que [\ x| £ [X,...| + [X..2| (En posant par convention x, = x,,, =0 s k=1ouk =n).

En déduire que [A| £ 2
Nous allons chercher dans la suite ces valeurs propres A, en posant A, =2cos(a., )

Partie B

[J On considére les suites (x), @ valeurs réelles qui vérifient la relation de récurrence
(R:"k?32, x,=(2cosa)x, ;- X, ,avec0<a<m
Montrer que les suites de puissances (r k)ki & qui verifient (R) sont telles que r est une des solutions
del’équation r?- (2cosa)r +1=0
Donner les solutions de cette équation sous forme d’ exponentielles complexes.
[J En déduire quelessuitesréelles (sin(ka)),; 5 Vérifient (R) et lesconditions x, =0etx, * 0
+ -
P+q cos P-9 ]
2 2

[ Rappel : sinp+sing=2sin
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[J Pour n donné, montrer que le vecteur de composantes (sin(ka)),1 £ K£ n est un vecteur propre

® 1 0 - 00
R
pour lamatrice A, =g0 . . . 0: acondition que sin((n +1)a) =0
G 1k
& .. 0 1 0p

[] Pour ndonnéet 0 <o <m , déterminer lesvaleursde o telles que sin((n +1)a) = 0. En déduire n

vecteurs propres delamatrice A, , associés an valeurs propres distinctes que I’ on précisera.
k=2n+1 krmi

[l Montrer que s r est un entier naturel non nul é e™ =0. En déduire la somme
k=0

" akrm O .
é cosg_“+ en distinguant le casou r est un entier naturel nonnul, etlecasr =0
k=1 n+19

[0 Pour 1£r£n, on se donne la matrice unicolonne v, de matrice transposée uniligne

. . 2rm . . . _—
tv,:(S|nn—+1 SNHF7 - sn¥z . sm%).Calculerleprodwt tvrvs en distinguant les cas

olr! setour=s/[ Indication : préciser d abord I’expression linéarisée de sinasinb et sin” a]
[1 On définit P:[vl v, e vn] , lamatrice carrée de dimensions n dont les colonnes sont les
v,...v, delaquestion précédente. Calculer le produit matriciel ‘PP

(] En déduire le résultat du produit matriciel 'PA P

[] Sans effectuer de nouveauix calculs, déduire de ce qui précede les valeurs propres de la matrice
®2 1 0 0 00
€1 -2 1 0 o=

C= 8 0 1 -2 1 0-:dedimension5,ans qu un vecteur propre pour laplus grande valeur
50 0 1 -2 1%
0 0 0 1 -2

propre.0

Probleme 2

Onnote f lafonction de période 2 E, et tell 1109=050£x<p

nnote f lafonction de période 2p sur E, eque%f(x)z-sinxsjp£x<2p
no=¥

Sa série de Fourier est notée S (x) , avec S (x) = ag+ @ [a, cos(n x) +by, sin(n ¥)]

n=1

Partie A

[] Caculer a,, a, et b
[J Montrer quesi 2, b, =0, etcaculer a, endistinguant le résultat selon que n est pair ou impair.
Ecrirela série de Fourier de f .
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[ Justifier que f () = S (x) , et en déduirelavaleur delasérie numérique E 2071
p=1 -

[ Quelleest lasérie de Fourier de g(x) = f(x) +S|—2X ? Donner une expression plus smpledeg .
Montrer que g est paire et la représenter graphiquement sur E.

Partie B
Soit plus généralement h, de période 2p, continue, de classeC' par intervalles et telle que

h(0) = h(2r)
On note a, (h) , b,(h) les coefficients de Fourier deh, & a,(h9, b, (h¢ ceux deladérivée he.

[0 Montrer que a,(hg=0. A l'aide d'une intégration par partie, montrer que s 31,
a,(")=nb,(h) etb,(h")=-na,(h)

2
[] On suppose ici que an [hO{x)] dx converge. En déduire que la série numérique
E n’[a’(h) +b?(h)] est convergente. Calculer sa somme en donnant le résultat & I'aide d’une
n=1

intégrale.
[ Justifier que ces résultats s appliquent alafonction f .

Y o0 2
Donner les valeurs de la somme des séries > 21 s ety b
p=1(4p _1) P=1(4p _1)

Probléme 3
On note (E) I'éguation différentielle 4x y&x)+ 2 y¢x) +y(x)=0, ou y(x) désigne la
fonction inconnue.,

Partie A

On chercheici les solutions de (E) qui sont dével oppables en série entiere sur un intervalle de centre 0,
sous laforme y(x) = ¥ a,x"
n=0
[J Montrer ques y(x) = Eanx” est solutionde (E), dorss n3 1,2n(2n- 1)g, +a,,=0
n=0

[] En déduire!’ expression de a, en fonction de a,

[] Quel est lerayon de convergence de la série obtenue ? En déduire qu’il existe une unique solution
de (E) développable en série entiéreen O, et telle que y(0)=1 . On notera Y, (X) cette solution.

O Vérifier que y,(x) = cosy/x pour x3 0; quevalt y; (X) si x<0 ?

Partie B

On cherche maintenant sur ]0,+¥[ lessolutions de (E) delaforme, y(x) = k(x) y,(x) ou y;(x) est la
solution trouvée dans la partie A.
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U Montrer que  y(x) =Kk(x) y;(X) est solution de (E) s et seulement s

4xy, (X)k & x) + [8xy&k x) + 2y,(X)]k&x) =0, puis que m - i } zm

= lorsque les
k€x)  2x  y(x)

dénominateurs ne sont pas nuls.
En déduire K&x) pour x>0 .

f . sinx . .1 s
[ Montrer que ladérivée detanx = —— est égale a —— ; en déduire que k(x) = a tanJx +,
COSX Cos” X

avec o, constantes réelles.
[J En déduire que les solutions de (E) sur E™ sont delaforme y(x) = o SinyJ/x + p cos/x

[J Quellessont les solutions de (E) dérivablesen 0 ?

_— o 1Y(0) =0
Peut-on déterminer une solution verifiant |~
1y (0)=1
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