Semaines 1 et 2 ]_ Kholle n°1

Logique, raisonnement et Ensembles |

Question de cours : Montrer que V/2 est irrationnel. La démonstration du lemme nécessaire 3 la démonstration
pourra étre admis ou démontré. Ce choix est laissé a I'appréciation du candidat.

Exercice 1 : Soit a € R. Montrer que Ve >0, |a| <e = a =0.

Exercice 2 : Montrer que V2 + v3+ V6 ¢ Q.

Exercice 3 : Montrer Vo >0, Vn e N, (1+2)" > 1+ nx.
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Semaines 1 et 2 2 Kholle n°2

Logique, raisonnement et Ensembles

Question de cours : Montrer qu’'une fonction strictement monotone est injective sur son domaine de définition.

Exercice 1 : Exprimer les propriétés suivantes a 'aide de quantificateurs (f étant une fonction
réelle) :

1. Tout réel a (au moins) deux antécédents par f.

2. La fonction f ne prend jamais deux fois la méme valeur.

Correction :

1. Tout réel a (au moins) deux antécédents par fsi Va € R,3z € R,Jy #x € R, f(z) = f(y) = a (il
est essentiel que = et y soient distincts).

2. f ne prend jamais deux fois la méme valeur : Vo € R,Vy # z € R, f(x) # f(y).

On peut également proposer V (z,y) € R,z #+ y = f(z) # f(y).

Exercice 2 : Soient E un ensemble, A, B, C € P(E). Montrer :

AUB=AUC<= AUB=AUC.

Exercice 3 : Soit sy =0et Vn>1,5,,, =5, +3n(n+1).

Montrer que (s,,), _

ey €St un multiple de 6.

Vinci - 2025



Semaines 1 et 2 3 Kholle n°3

Logique, raisonnement et Ensembles

Question de cours : Montrer que tout entier n > 2 admet un diviseur premier.

Exercice 1 : Soit f: R = R une fonction. Nier les assertions suivantes :
1. VM >0,3A >0,Vz > A, f(z) > M.
2. Ve>0,3n>0,Y(z,y) €|z —y| <n=|f(z) - fly)| <e.

Correction :
1. AM>0,VA > 0,3z > A, f(z) <M.
2. 3e>0,Vn>0,3(z,y) €2, |z —y| <net|flx)— fly)|>e.

Exercice 2 : Soient f: E +— F une application, A C E et B C F.

Montrer que f(AN f~1(B)) = f(A) N B.

Exercice 3 : On considére une suite d’ensembles (Aj), "
JEN*

1. Montrer par récurrence la premiere formule de Morgan généralisée :

n

n
. M=
vne N, () Ay = | Ay
k=1 k=1
2. En déduire, sans récurrence, la deuxieme formule de Morgan généralisée :

vneN*,OAk:ﬁKk.

k=1 k=1
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Semaines 1 et 2 4: Kholle n°4

Logique, raisonnement et Ensembles |

Question de cours : Montrer que V f € % (R,R),3!(g,h) € F(R,R), g paire, h impaire, tel que f =g+ h.

Exercice 1 : Soit a et b deux réels. Montrer que si a + b est irrationnel, alors a ou b sont
irrationnels.

La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 2 :

1. Démontrer que sir € Q et x ¢ Q alors r +x ¢ Q et si r # 0 alors .z ¢ Q.
2. Montrer que V2 ¢ Q,

3. En déduire : entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel.
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Semaines 1 et 2 4: Kholle n°4

Correction :

1. Soit r = £ € Q et x ¢ Q. Par |'absurde supposons que r + x € Q alors il existe deux entiers p’, ¢ tels
q

/ / /7 /
quer+z:p—/. Doncx:g—gzuchequi est absurde car x ¢ Q.
q qq

/ /
De la méme faconsir-x € Q alors r -z = p—, Et donc z = IL/Q_ Ce qui est absurde.
q q p

2. Méthode “classique”. Supposons, par |'absurde, que V2 e Q alors il existe deux entiers p, q tels que

De plus nous pouvons supposer que la fraction est irréductible (p et g sont premiers entre eux). En
élevant I'égalité au carré nous obtenons g% x 2 = p2. Donc p? est un nombre pair, cela implique que
p est un nombre pair (si vous n'étes pas convaincu écrivez la contraposée “p impair = p? impair”).
Doncp =2 xp’ avec p" €N, , d'ol p2=4xp?

Nous obtenons ¢% = 2 x p’°.
Nous en déduisons maintenant que ¢ est pair et comme ci-dessus que g est pair.

Nous obtenons ainsi une contradiction car p et ¢ étant tous les deux pairs la fraction L n'est pas
q

irréductible et aurait pu &tre simplifiée. Donc v/2 ¢ Q.
Autre méthode. Supposons par |'absurde que V2 € Q. Alors V2 = g pour deux entiers p,q € N7, -
Alors nous avons ¢ - v/2 € N, -
Considérons I'ensemble suivant :
N={neN;, [n v2eN, }.
Cet ensemble NV est une partie de D\IZO qui est non vide car g € V.
On peut alors prendre le plus petit élément de N : ny = min N.
En particulier, n - V2 e D\Ino.
Définissons maintenant n; de la facon suivante : n; = ng - V2 — ng.

Il se trouve que n, appartient aussi a V' car d'une part n; € N,, (car n, et n; - V/2 sont des entiers)
et d'autre part n, - V2 =ny-2—ny- V2 € N, -

Montrons maintenant que n; est plus petit que ny,.
Comme 0 < V2 —1 < 1 alors n; = ny(v2—1) < n, et est non nul.

Bilan : nous avons trouvé n; € N strictement plus petit que n, = min V. Ceci fournit une contradiction.
Conclusion : v/2 n'est pas un nombre rationnel.

V2

3. Soient r, 7’ deux rationnels avec r < 7. Notons z = r + 7(7"’ —7).

2 " —
D'une part  €]r,r’[ (car 0 < g < 1) et d'apres les deux premiéres questions V2 (r 5 T) ¢ Q
donc x ¢ Q.

Et donc x est un nombre irrationnel compris entre r et 7’.
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Semaines 1 et 2 4: Kholle n°4

Exercice 3 : Montrer par récurrence que : Vn € N*, Ip,g € N, n=2P(2¢+ 1).
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Semaines 1 et 2 5 Kholle n°5

Logique, raisonnement et Ensembles

n n

Question de cours : Donner et démontrer, par récurrence, la valeur explicite des sommes usuelles E ket g k2.
k=1 k=1

Exercice 1 : Parmi les propositions suivantes, déterminer lesquelles sont vraies et lesquelles
sont fausses. On essaiera de justifier les affirmations vraies, et de donner des contre-exemples
aux affirmations fausses :

1. V2 ER, 22> x
2. Ve >0,dy>0,y<x
3. VneN, IdpeN,p=2n

Correction :
1. Vo € R,z? > x : FAUX, ¢a ne marche pas si x €]0; 1], par exemple x = 0.5.
2. Vz>0,3y >0,y <z : VRAI (en admettant que x et y sont des réels), on peut toujours prendre par
5

exemple y = 3

3. Vn € N,3dp € N,p =2n : VRAI on ne voit pas bien ce qui pourrait nous empécher de multiplier un
entier naturel par 2 , et le résultat sera toujours un entier naturel.

In2
Exercice 2 : Montrer que 3 est irrationnel.
n
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Semaines 1 et 2 5 Kholle n°5

. In3 | .
Correction : Par |I'absurde supposons que 2 soit un rationnel.
n

Il s’écrit alors L avec p > 0,q > 0 des entiers.
q

On obtient ¢In3 = pln 2.

En prenant I'exponentielle nous obtenons : exp(¢ln3) = exp(pln 2) soit 39 = 2P. Si p > 1 alors 2 divise 34
donc 2 divise 3, ce qui est absurde.

Donc p = 0. Ceci nous conduit a I'égalité 37 =1, donc ¢ = 0.

La seule solution possible est p = 0, ¢ = 0. Ce qui contredit ¢ # 0.

In3 . .
Donc —— est irrationnel.
In2

Exercice 3 : Montrer Vn > 4, 2" < nl.
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Semaines 1 et 2 6 Kholle n°6

Logique, raisonnement et Ensembles

Question de cours : Stabilité (ou non) de I'image directe et réciproque de I'union et de I'intersection.

Exercice 1 : Soit a et b deux réels. Montrer que si a + b est irrationnel, alors a ou b sont
irrationnels.

La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 2 : Montrer que v/5 — v/3 ¢ Q.

Exercice 3 : On consideére une suite (u,,) de réels vérifiant :

U + Upyz

vVn e N, u, = 5

On pose r = u; — uy. Montrer que, pour tout n € N, u,, = uy + nr.
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Semaines 1 et 2 7 Khoélle n°7

Logique, raisonnement et Ensembles

Question de cours : Montrer que tout entier n > 2 admet un diviseur premier.

Exercice 1 : Déterminer toutes les applications f : R — R telles que

Vo,y €R, f(x)f(y) = f(zy) + = +y.

Exercice 2 : Soient f une application de E vers F et (B,),.; une famille de parties d’un
ensemble F indexée par un ensemble J.

Montrer que f1( ﬂ B,) = ﬂ f1(By).

ieJ 1€J

Exercice 3 : Démontrer que pour tout n € N,

LS SRS S
1x2 2x3 nin+1) n+1
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8 Kholle n°8

Semaines 1 et 2

Logique, raisonnement et Ensembles

Question de cours : Montrer que V f € #(R,R),3(g,h) € F(R,R), g paire, h impaire, tel que f =g+ h.

Soit f: E — F. Que dire de f quand elle satisfait les affirmations suivantes ?

Exercice 1 :
1. VyeF,Vz €E, f(zx) =y, 3. dye F,Vzx €E, f(z) =y,
2. VyeF, 3z €k, f(zx) =y, 4. dy e F, 3z €E, f(z) = v.

Exercice 2 : Soit E un ensemble et soient A, B deux parties de E. On définit la différence

symétrique de A et B par : - _
AAB = (ANB)U(ANB)

ot A désigne le complémentaire de A dans E. Démontrer que AAB = B si et seulement si

A=0g.

Exercice 3 : Soit n € N*. Montrer que :

1)’“ ko k2

Vk € [1,n], (1+— <14 =+=.
n n n

Vinci - 2025



