Applications Feuille d’exercices n°4

I/ Sémantique

Exercice 1 (Vrai ou Faux?) : Soit f: R+— R.

1. Si f est croissante et f(a) < f(b), alors a < b.
. Si fest croissante et f(a) < f(b), alors a < b.

2
3. Si f est strictement croissante et f(a) < f(b), alors a < b.
4. Vu,veR, (u<v = f(u) < f(v))] < [Vu,veR, (u<v = f(u) < f(v))]

Exercice 2 : Soit f: R+— R.

Montrer que f n’est pas monotone sur R si, et seulement si il existe x,y,z € R, avec z < y < z tels
que :

{F@) < 1) et 1) > ()} ou { @) > Fw) et F) < £(2)}.

3. f est bornée sur I.

>

) , =
Exercice 3 : Ecrire a 'aide des quantificateurs la négation des assertions suivantes : =k
6-

1. f est majorée par M. 4. frn’admet pas de minimum global. Q

2. f est minorée. 5. fn’admet pas de minimum local. 5

=

)]

Exercice 4 : Déterminer si les parties suivantes sont majorées, minorées, bornées, en donnant le cas
échéant un exemple de majorant, de minorant, le maximum et le minimum.

1. R, 3. [0;1] 5. {1, neh\l*}.
2. Z 4.10:1] n

II/ Fonctions

Exercice 5 : Déduire des fonctions de références 1'allure des graphes des fonctions suivantes.

1. frzr— (22+3)2—2. 3. h:x > 2e2.

2.g:xi—>1—x_3. 4. jixr— 2z +2|—1.
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Exercice 6 :

1
1. Soient les fonctions définies par f(z) = (1 —z)?, g(z) = cos(z) et h(z) =

T

Déterminer les fonctions go f, fog, hoh, fogoh, hogo fet goho fainsi que leur domaine de

définition respectif.

2. Méme question avec f(z) = 22, g(z)

In(z) et h(x) =

|-

Exercice 7 : Déterminer deux applications f et g telles que fog=go f.

Exercice 8 : Déterminer le domaine de définition des fonctions f; suivantes définies par :

filz) = — fr(x) = In(22 +3).
x+31 fg(ac)zln(x—i— x2—|—1>.
= o (1)
x fo(x) = In(cos(z)).
1 _
fs(x) = 2z frolz) = hl(i—i)
fu(z) = M fiil@)=In(z—2)—In(z—1)
z2 + 5z 46 fi2(@)=In(x—2)—In(1—x)
)= o B8 fr3(x) = In (In(x)
° 2+ 5246 fa(@) = VIn(z +3)
2—-b5zx 1
fe(x) = W2 e b fis(@) = cos(2z)” -c>
<
g.
Exercice 9 : Etudier la parité des fonctions suivantes définies par : g
f(z) = z(3z% —1). k(x) cc;s(a:). o) = T <1 + 5L'> (?)
g(z) = 225 —5z* + 22 + 6 l re—1 . -z
h(z) = el () iﬁli(:—)z+ : p(z) = In (\/3:274—1 — x)
i(z) = In(x? + 1) m(z) = —F— qg(z) = z+In(1+ e 27)
1 1133 1: 2
j(z) = 5 3 5 n(x) S 1.
(x3 —2z) zé+ 2 e + 1

Exercice 10 :

1. Montrer que si f est dérivable et paire, alors [’ est impaire.
2. Montrer que si f est dérivable et impaire, alors f’ est paire.
3. Montrer que si f est dérivable et T-périodique, alors f est T-périodique.

Exercice 11 : Soit f: 2+ In |x2 — 4z + 3| et ¢ sa courbe représentative.

Montrer que Vz € R\{1,3}, f(2—x) = f(2+x) et donner une interprétation graphique de ce résultat.
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2
x4 —>dxr +6
Exercice 12 : Soit f: z +— 71—{— et ¢ sa courbe représentative.
x —

Montrer que Vz € R\ {0}, f(1+z)+ f(1 —x) = —6.

Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Exercice 13 : (Hors-Programme)

1. Soit f:z > v/ + V8 — 2. Montrer que €, admet un axe de symétrie.

22 4+ 1
+1 . Montrer que €,;, admet un centre de symétrie.

2. Soit g : x

2z 4 2
Exercice 14 : Soit f:ax+— ————.
xercice oit f:x e —
1. Montrer que I(—1,0) est centre de symétrie de C . (Hors-Programme)

2. Etudier les variations de f.
3. Discuter graphiquement I’équation f(x) = m pour m € R.
4. Retrouver ce résultat par le calcul.

Exercice 15 : Donner la dérivée des fonctions définies par leur expression suivante : 'U>
(1l s’agit d’un exercice d’entralnement technique a la différentiation donc ne se préoccupera ici et exceptionnellement pas -c_
du domaine de dérivabilité) 6'
Q
Commentaires : Pour toutes vos recherches de dérivées, je vous conseille vivement de vérifier vos calculs avec des applis =
telles que dcode. g
2 ™ 2\3 »
filx) = (z—4)°. fi1(x) = cos <2x+§). faz(z) = (1 —522)
fo(z) = 1 ( 2 9 fos(x) = sin®(z)
RENCTEER B (@) = sin(e?)
P | fi3(@) = (2% + 22— 9) . m
f3(x) = COS(2x+1>' frala) = <x+1>3' fae(z) = sin (296—1—6)
fu(@) 1 T +2 for(z) = e**+l.
xTr) = 0 4
4 cos(x) fis(@) = (42° + 22— 1) fag(x) = €"sin(x)
fs(x) = tan(3x). fie(x) = V1 —22. foo(z) = €@+ 27!
_ sin(z) + cos(z) 1\3 1
f6<$) - 1 —|—COS(.I) . fl?(l') - (1 - ;) . f30<$) - e
2
n ,ﬁl','k f (ﬂj) — COS(SU) eSx +5z—3
fr(z) = X 18 fa(z) = e
= Fro(e) = cos((@® =5)°). R,
z—1 [z —1 fao(z) = COS( 2—|—sin(x)) faolw) = ——F————-
fs(z) = —. cos(z) + sin(x)
z+1 ji f21<37) = 2 ! f33<$) — e5x3+7x+4'
z)= In(z+V1—22). 3(x—2) .
el S Bl ) . foal@) = (z+ 1) =+,
= B) = ————= 2z43
Jio(@) r—1 f22() (z+1)° fas(@) = eo-2.
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Bl — . fulo) = 223, fio(@) = In (1n(a)).
020 sin(z 1
fanlz) = FuGT Faulz) = cos(mx — 1). fso(z) = zln(z)’
det =dle " cos(x — ) B x
fsl®) = —G e f%@>=<&f;2pm%@. fan@) = —
fs9(x) = (22 —4) e® 2. o) - S 4
! (L : Jas(2) cos(z) fsa(@) = ! <1+1) .
fao(@) = 62:”_1-) foo() < % ) * JE *
2cos(xz) + 3 47\T) = COS T . o) — coSs x'
fu(z) = 2cos(z) — 3 sin(5:p)+1 f53(@) Nz
fio(@) = sin(e) (1+ cos(a)). fas(®) = Fraps fra(@) = ze™.

Exercice 16 : Etudier le domaine de dérivabilité des fonctions définies par leur expression suivante :

fi(z) = cos®(z) ) = 72 6(z) = z2er

fil@) = (a2 —1)°. fs(x) | 2
folx) = In(In(z)) e ﬁuﬁzsm<m<1+;))
fa(x) = @), Jslw) = (z+1)3/2 fa(z) = ez (@),

Exercice 17 : Pour tout A € R, on définit les fonctions

T+ A

: =
A v 2 41

Montrer que les tangentes en 0 aux fonctions f, sont paralleles mais distinctes mais que les tangentes
en 1 sont concourantes.

ITI/ Bijection et réciproque

Exercice 18 : Déterminer une fonction réelle bijective qui ne vérifie pas toutes les conditions du
théoreme de la bijection.

Exercice 19 : Soit la fonction f : z +— V22 + 2z + 2.

Montrer que f réalise une bijection de [—1;+o00[ dans un intervalle a préciser, et expliciter sa réci-
=il
proque f~-.

Exercice 20 : Considérons la fonction f: ]1;400[ — R

o= )

1. Démontrer que f réalise une bijection de |1 ;+oo[ dans un intervalle que ’on précisera.
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2. Expliciter la réciproque de f. Peut-on en conclure que f~! = f?

Exercice 21 : En utilisant la caractérisation de l'injectivité et de la surjectivité, déterminer si les
fonctions suivantes sont injectives, surjectives, bijectives. Lorsqu’elles sont bijectives, déterminer la

fonction réciproque.

1. f: L5400 — 105400 Sk
— !
x —_—
-1 5. f:
2. f: ]-11] —
— ‘
x
z2—1
6. f:
3. f: [Li+oo] — [0;400]
x — In(x)
3
—{
Exercice 22 : Soit f: z +— ﬁ
1. Montrer que f réalise une bijection de |—1;1[ sur R.

35

12 7 12

1 ,
2. Montrer que f! (*) = - puis calculer (ffl) <35>'

[ A

|

R

x2 —zx

R

e’ —e™7T

2

R

e’ —e 7T
et + et

Exercice 23 : Définir la fonction arcsin, réciproque de sin sur des intervalles a préciser et donner

I’expression de sa dérivée sur cet ensemble.

IV / Propriétés algébriques

Exercice 24 (A retenir) : Soient f: E+— F et g : F — E deux applications telles que :

feog=1dp et gof=1idg.

Montrer que f et g sont bijectives et réciproques I'une de I'autre.

Exercice 25 : Soient f: E+— F et g: F+— G deux applications et A une partie de E.

Montrer que (go f)(A) = g(f(A)).

Exercice 26 :

1. Soient f: E+—F et g: F+— G deux applications et B une partie de G.
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Montrer que (go f)~'(B) = f~' (¢! (B)).
2. Montrer que f: E+— F est injective si, et seulement si pour tout partie A de E on a :

FHf(A)) = A

Exercice 27 : Soient E, F et G des ensembles, f € F (E;F), g € F (F;G) et on définit 'application
heF (E;F xG) par :
Vz € E, h(z) = (f(z);9(z)).

1. Démontrer que si f ou g est injective alors h 1’est aussi.
2. Si f et g sont surjectives, h est-elle surjective ?

Exercice 28 : Soient E un ensemble et f € F (E;E) telle que fo fo f=f.

Montrer que f est injective si, et seulement si f est surjective.

Exercice 29 : Soit E un ensemble non vide et f une application de E vers Z(E).

En considérant la partie A = {z € E/x ¢ f(z)}, montrer que f ne peut pas étre surjective.

>
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