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I/ Sommes et Produits

I.1 Généralités

Définition 1 : Soit I un sous ensemble fini non vide d’entiers et (a,);c; une famille d’éléments d'un
ensemble E.

On note :
— Z a;, la somme des éléments de la famille (a;),c; out chaque indice i € I apparait une et une
i€l
seule fois.
— H a;, le produit des éléments de la famille (a;);c; ou chaque indice i € I apparait une et une
i€l
seule fois.
Par convention, lorsque I = @, Z a; =0 et H a; =1.

i€l 1€l
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PTSI VINCI - 2025 I. SOMMES ET PRODUITS

Notations : Dans le cas ou I = [m;n] avec m < n, on utilisera la notation plus commode :

n n
E (li:&m+am+1+---+an et Hai:amxam+lx'“xan'

=m i=m

Somme et produit de (n —m + ) termes ou facteurs.

Remarques :

— L’indice 7 est un indice « muet » i.e. on peut le remplacer par n’importe quel autre symbole non
utilisé ailleurs et on emploiera souvent k aussi par habitude ou préférence.
Exemple 1 : L’indice n’a aucune signification particuliére en dehors de la somme ou du produit.
n
S e Ta-Tlw- I s
i=m Jjelmsn]
— Dans I’écriture Z, les nombres m et n représentent les bornes et il est implicite que m < n. Dans
k=m
n n
le cas contraire, [m;n] =@ et donc Z a, =0 et H a, = 1.

k=m k=m

— Dans la notation Z ay,, il est aussi implicite que l'indice k£ augmente de 1 lorsque 'on passe d’un

k=m
terme au suivant (idem pour le produit).

15
Par exemple, la somme des entiers impairs de 1 a 15 ne s’écrit pas Z k, qui correspond a la somme
k=1
7
de tous les entiers de 1 a 15, mais Z (2k+1).
k=0
Exemples 2:
—Z S +L+l
k 2 3 —1
— Z\/ﬁ:\/§+\/§+\/1+...+\/2n—1+\/2n,
p=2
mais Z\/Q =V24+Va+V6+...+V2n—2+V2n.
n B T
— Vaek, Za—a—i— ta=n-—m+[1])a et Ha—a”m.
k=m n-m+1 fois k=m

n
— Un petit dernier : H ef = e \k=1 /|
k=1

Ne pas confondre :

ATTENTION — Z(/H— 1) = (Z k) +n avec Z k+1. Les parentheses font toute la différence.

1
QTL

— E 22" , somme de n termes avec g 2" somme de 2™ termes.
k=1 k=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 I. SOMMES ET PRODUITS

Exercice 1 : Calculer les sommes et produits suivants :

7 T i1 2024 6
3
1. kZ(k+2). 3. .Hz‘+1' 6. Z(—l)p. 8. Hz :
=3 =3 p=1 =6
10 103
4 k 9. Z ay,.
M k=1 k=103
n 2n
2. ) (2-2). 5. 1 .Y 1 @)
3=0 k=1 k=n I
>
ﬁ
Exercice 2 : Ecrire les sommes suivantes en utilisant le symbole . ;_UI
m
1. n24+In3+1n4+--+1nl0 5.1 —-2+3—-44+5—-6+--+1001 <
2. 1000 4 1010 + 1020 + --- + 1540 -—
5 1+1+1+1+1+1+1+} 6. 2+4+6+8+--41024 .
' 21314151617181 7.54+7+94+11+ -+ 501 w
T T R 8. 5—7+9— 11+ +501 o
2 3 4 5 6 7 8 z
m
Exemples 3 (Bis) : On peut également sommer ou multiplier sur des ensembles : n
2ikm
— On appelle U, = {eT, kEeo;n— 1]]}7 I’ensemble des racines n-iemes de ['unité. |'_I|'|
La somme et le produit des racines n-iemes de 'unité i.e. la somme et le produit des éléments O
de U,, s’écrivent : A
@
nl 9ikn n=l 9k O
Zw:Zen et Hw:HeT C
wel k=0 wel k=0 —
' ' -
— i G={(i3j) €N2/i+j=5}={(0;5),(1;4),(2;3),(3;2),(4;1),(5;0)} alors n
s i _0,1.2.8. 4.5
e t+27 10 9 8 7 6 5

— Z 1 = |E|, autant de 1 que d’éléments dans E.
i€E

1.2 Premiéres propriétés

Proposition 1 (Relation de Chasles) :

Soient (a,) une famille d’éléments de E et I et J deux ensembles finis non vides et disjoints.

1<i<n

n

Z (II:Z(I/JrZ(/, et H ”/:H“’XH”/'
i€J

ieluJ i€l ieluJ i€l ieJ

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 I. SOMMES ET PRODUITS

En particulier si m € [1;n] alors

m n m n

Za —Z(l + Z et a; = a; X H a;.

1=m-+1 =1 =1 i1=m-+1

En particulier, pour tout a € E, Z a=ax|[I.
i€l

Proposition 2 (Linéarité et multiplicativité) :
Soient I un sous ensemble fini non vide d’entiers, (a;),c, (b;);c1 deux familles d’éléments de E et A € K.

I

est le nombre d’éléments de 1

> (Aa; +b;) )\< >+

1€l

On note

IN JHLIdVHD

N

E ()/-> . (Linéarité de la somme)

1€l
H (Aa;b;) = Al (H a; ) ( b,-> . (Multiplicativité du produit)
i€l

1€l

n
En particulier, H (Aa;) = AnPHl H a;.

1=p 1=p

En général et méme presque toujours, on n’a pas :
)

ATTENTION

La multiplication n’est pas linéaire mais distributive sur I'addition.

S11Ndodd 13 SIININOS

ATTENTION Inégalité triangulaire : H a;

i€l

= H la;| mais

i€l

Y a

i€l

<Z|a7¢|-

i€l

Si'union I = I; UL, n’est pas nécessairement disjointe, on retrouve, comme pour les
cardinaux, probabilités et autres statistiques :

Zai:ZalA—Zai— Z a;.

i€l i€l icl, i€l NI,

ATTENTION

1.3 Factorielle

Définition 2 (Factorielle) : Soit n € N*.

On appelle factorielle n, noté n!, Uentier défini par :

n

n!:Hk:1x2x3><...><(n—1)><n.
k=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 II. METHODES DE CALCULS DE SOMMES ET DE PRODUITS

Par convention, on pose 0! = 1.

Exemple 4 :
— 11=1 — 21=2 — 3!'=6 — 41 =24 — —
5!'=120

@
L
) >
ATTENTION Ne pas confondre avec H n=n". E
k=1 _|
Py
m

Proposition 3 :
Soit n € N. S

(n+1)!'=(Mn+1) xnl -
wn
@
La factorielle a priorité sur toutes les opérations. z
ATTENTION

Ainsi, n+11# (n+ 1)1, (2n)1#20] et nl2 = (n)2 +£ (n2)l. <
m
n
Exercice 3 : Simplifier : m
. 8 , 1 5 lai—12! L4 4 -
" 6! " 912! BT T120 11! 100 o
Py
@
ITI/ Méthodes de calculs de sommes et de produits g
—l
wn

II.1 Somme et produits télescopiques

Lorsque I'expression a sommer est de la forme wu;_ ; —uy, les termes s’éliminent alors deux a deux et il ne
reste alors que le premier et le dernier terme :

7

Z (U1 = W) = U1 — Uy (VL1)

k=m

Ce principe s’applique également aux produits de la forme % :
R
e Uk Uy,
Exercice 4 : Calculer les sommes et les produits suivants :
1. iln(&) 2. kzn%\/hi/m 3o ﬂ(l—;)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 II. METHODES DE CALCULS DE SOMMES ET DE PRODUITS

11.2 Changement d’indice

Il arrive qu’on ait besoin de réindexer une somme (changer l'indice).

Les trois remarques simples suivantes aménent & des techniques pour simplifier des sommes : (@]
1. Sommer pour des indices k£ de 1 & n revient a somme pour des indices j+ 1 avec jde 0 an—1: E
n n—1 ﬁ
E ay, = E g1 =
k=1 k=0 ;_UI
100 m
Exemple 5 : Si on considere S = g aj_1,0naS=ay+a;+ -+ agg + agg. <
k=1 b
99
On constate qu’on peut aussi noter S = E a;, et ona:
i—0
100 99

E akil = E ai.
k=1 0

=

Méthode 1 (Changement d’indice) :

Dans la pratique, pour effectuer un changement d’indice :
1. On définit le nouvel indice en fonction de l'indice de départ.
2. Puis on exprime la somme avec ce nouvel indice.

3. On modifie les bornes de la somme en fonction du nouvel indice.

S11Ndodd 13 SIININOS

On prendra garde aussi a ni ajouter ni oublier des termes de I'expression par ce nouvel indicage.

Exercice 5 : Ecrire les sommes suivantes sans utiliser le symbole 3 puis proposer une autre écriture,

avec le symbole X. On ne demande pas de calculer ces sommes !
n n—2 3n ®
1S (k4 1) 2.} Ik +2) 3. ) In(k—1) 4. ) Inn
k=1 k=3 k=5 k=0

2. Sommer les termes par ordre décroissant ou croissant donne le méme résultat :

a, +ay+--+a, ;+t+a,=a,+a, 1+ +ay+a;

n n
E ap = E Ap—fet1-
k=1 k=1

n
Exercice 6 : A l'aide du changement d’indice j = n — k, retrouver la valeur de la somme S, = Z k.
k=0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 II. METHODES DE CALCULS DE SOMMES ET DE PRODUITS

3. Regrouper une somme finie selon les indices de méme parité donne le méme résultat :

ag +ay + -+ ag, = (a0+a2+‘”+a2n> + (a1+a3+'”+a2n—1>

2n n n—1
S - (z ) N (z) |
k=0 k=0 k=0

Proposition 4 (Changements d’indice) :

Soit (a;),,<icn, une famille d’éléments de E et soit ¢ € Z.

Translation d’indice : en posant j=¢+/fout=7j—/¢,

% a; = g a;_g et H(I/-: H Aj_g-

Inversion de compteur : en posant j =n +m — i,

n n
E a; = § ([nfmfj et | | a; = | | UN‘FIH*]"

1=m j=m 1=m Jj=m
n

Décomposition indice pairs/impairs : g a; = g ag; + E A9t 1
i=0 j=0 §=0

n+1

Exemple 6 : Z (k+1)2 Z k2.

Exercice 7 : Calculer grace a un changement d’indice :

95 1 2013 40 2n
1. 267 2. Z i 3. Z(6j+4) 4.3 p
k=5 1=1515 =2 p=n

I1.3 Sommes de référence

Théoreme 5 (Somme des entiers, des carrés et des cubes) :
Pour tout entier naturel n non nul, on a :

Zk—Ll) s2<n>=ik2:”<”+1><2”+1>
k=1
n+1)
Zk3 ( “).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 II. METHODES DE CALCULS DE SOMMES ET DE PRODUITS

B n+1 P

A

1 n :

2 n—1

3 n—2

n
0
n—1 2 I
v O
—I
)
n m

Figure VI.1 — Z k= n(n+ 1).
pra 2 <
wn
o
e RO L R . S
> \ z
: m
(0)]
m
—I
v
P
| o
n(n+1) U
’ c
....................... -]
(0]
B e B B (RO R Nt SOt 0 00 M e i

n 1 2
Figure VI.2 — Z k3 = (n(n—i— )> )

k=1

Théoréme 6 (Somme d’une progression arithmétique ou géométrique) :
1. Si (u,),en €st une suite arithmétique, alors :

Moyenne des
extrémes Nombre de

termes
——
- U, + Up,
g up = o X (n—m+1).
k=m

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 II. METHODES DE CALCULS DE SOMMES ET DE PRODUITS

2. Si (u,),en €st une suite géométrique de raison ¢, alors :

Nombre de
termes
—— e
U, X(mn—m-+1), si ¢g=1
NLY
n Premier
uk} = liemme Nombre de
termes
k=m
1— q n—m-+1
Uy X— 0, S1 q 75 1.
— l—q
Premier

terme

n
Exemple 7 : A Daide de 1, on généralise trés facilement Z k pour m < n :
k=1

~ . (m4+n)(n—m+1)
d k= 5 :

k=m

1— (n+1)0 h
Exemple 8 : Si0#£0, 1+ e + 2 + ...+ e = ¢ _° (
1— e sh

Exemple 9 : A Daide de 2, on obtient en particulier :

VneN* VzeC 2"—1=(z—1)(1+z2z+22++2"1).

On peut généraliser cette relation.

Théoréeme 7 (1 est racine de X" —1) :
Soit n € N*, a et b deux éléments d’'un ensemble E commutatif.

n—1

a — h" — (CL o b) Zanflfk'bk’
k=0

= (a=b)(a"" +a"Pb+a" 0" + .+ ab" 2 b7,

Exemple 10 : On peut donc factoriser les sommes de puissances impaires dans R :

2p
Vp e N, a?rtl 4 p2rtl — (a + b) Z(_l)kGprkbk
k=0
= (a + b) (a2p _ a2p*1b + a2p72b2 + = ajb2p7]_ + b2p>

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 III. COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

2 —1=(x— (x> +z+1) P —1=(x—-DE*+z3+22+z+1)
B+1=(x+1)(z?—z+1) P+l=(x+D=x*—23+22—z+1).

Remarque : Si P est une fonction polynomiale de degré n > 1 et A € C, alors il existe Q fonction
polynomiale de degré n — 1 telle que, pour tout z € C :

P(z) =P(V) = (2 = M)Q(2).

Exercice 8 : Montrer que 23" — 1 est multiple de 7.

I1.4 Relation Produit-somme

Théoréme 8 :
Soit (a;);c; une suite de nombres réels strictement positifs. Soit deux entiers naturels n et p tels
que p < n, on a alors :

In (ﬁ ak,) = z”: In(a,) et exp (i: ak,> = ﬁ ek,
k=p k=p k=p k=p

Remarque : Pour la deuxieme formule, il est inutile de supposer les a, non nuls ou positifs.

III/ Coefficients binomiaux et formule du binéme

ITI.1 Coefficients binomiaux

Définition 3 (Coefficients binomiaux) : Soient n € N et k € Z.

On appelle (coefficient binomial) & parmi n, noté (Z) , le nombre :

n! )
(Z):{]M si 0<k<n,
0 sinon.

Remarque : Considérer k € Z n’amene pas a se demander ce que pourrait signifier k! avec k négatif
mais est une convention voulu par le programme afin d’éviter des disjonctions de cas inconséquentes.

Exemples 11 : Soit n € N, (n) = (n) = Il
0 n

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 III. COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

—1
Pour n > 1, ") = " =n et pour n > 2, ") = " :M.
1 n—1 2 n—2 2

n
Remarque : Pour les calculs des (k:) , on utilisera souvent la forme « simplifiée » :

n) nmn—1)..(n—k+1)
k| k! '

On peut noter que le numérateur et le dénominateur comptent autant de facteurs.

()G
0 ()

Exercice 9 : Simplifier

Proposition 9 :
Soit (k:n) € N2

n n
1. Symétrie : = .
k n—k

n —1
2. Formule du capitaine : Pour kK £0et n > 1, (l) = ’/l (;l l>‘

n n n + 1
3. Formule de Pascal : + = .

n

4. Intégralité : (/

.

> est un entier naturel.

L’assertion (1) de la proposition (9) permet de compléter les premiéres valeurs de 1’ exemple (11) :

n
k) de proche en proche. Les résultats sont le

En particulier, la deuxieme formule permet de calculer (

tableau ci-dessous appelé triangle de Pascal.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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AY

k k+1 L
o123 405
n
n n 0 N
n \
k k+1 1 1M1
2 |1 2 1
n+1 (”+1) 311 3N\3 1
Rl 4 |1 4§ 4 1
5 1 5 1010 5 1
\\E&
Figure VI.3 — Triangle de Pascal \\ %v;
N %

\
\

IT1.2 Bindme de Newton

Théoréeme 10 (Formule du bindme de Newton) :
Soient a et b deux éléments d’un anneau commutatif 1! et n un entier naturel.

(a+b)" = i (:) @ G, (VL2)

k=0
n

=a”+na" b+ ..+ (k

) a*b™* + ... + nab™ 1 + b".

Remarque : Il est parfois plus avantageux d’écrire cette formule en inversant les roles de a et b sous la

forme :
Z (Z) a™kpk.

(a+0)"
k=0

Il est tres important que ’ensemble contenant a et b soit commutatif pour la loi
multiplicative sinon cette formule est fausse. Ceux parmi vous qui ont suivi 'option
mathématiques expertes I’année derniére devraient s’en souvenir.

ATTENTION

Exemples 12 :
_ (a o b)n — kZ:% (Z) (_1)n—kak bn—k
=a" —na" b +..+ (-1 (:) akbmF + 4 (=) tnab™ ! 4 (—1)"bn.
— Pour a = b =1, on obtient 2"—§: "
- N o \k .
— Pour a = —b =1, on obtient 0 = Z (—1)F (Z) .
k=0

[1]. 4.e. un anneau dont les DEUX lois + et X sont commutatives. Surtout le produit !

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 IV. SOMMES DOUBLES

- - n—1 - n—1
— Sin > I,Zk(> n( ) :nz< )
= Fgég&lﬁn%u pa k — 1 / On factorise =1 k—1
2 (n—1
- gn-1.
kek 1 " Z% ( ) 1+1)n-1 nx

Exemple 13 :
VzeC, 1+z

Exercice 10 : Développer :

"
1
Y
> 3
‘IN JYLIdVHD

1. (z—y)? 2. (14 zv2)* 3. (2—x)°

IV/ Sommes doubles

Définition 4 (Somme sur un rectangle et sur un triangle) : Soient I et J deux ensembles finis non

vides d’entiers, et (a, j)(, N une famille d’éléments de E.
2 ;] X

W
o
<
<
m
@)
m
-
1)
A
o
O
=
-]
wn

On note :
— Z a;; la somme des éléments de la famille (a
(7;9)€IxJ

. H a;; le produit des éléments de la famille (am)(“ N
(4:5)€IxJ "

Si la famille est indexée par des couples (i;j) vérifiant une condition du type i < j, i < j, i > j, ou
1 > 7, on dit que la somme ou le produit est triangulaire, et on note :

° Z @i ® Z a; . H a; ; o H o

iJ)(i;j)eIxJ'

(7;9)€IxJ (2;9)€IxJ (3;)€IxJ (3;9)€IxJ
1<J 1<J 1<J 1<J
Exemples 14 :
1 L 1 1 1 57 3 1 L1 119
[ ) = — —_ —_ _——= — [ ] —_— - —_ _——= —
(E=,i+2 35 46 60 it 2 475 20
D[ L oollll_ L I SN O
1<ij<22—|—2j 3 5 4 6 360 0<i<j<2l—|—2j 2 4 5 40

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 IV. SOMMES DOUBLES

Notations : Lorsque I = [m;n] et J = [p;¢], la somme de la famille (a se note :

i’j)(i;j)GIXJ

Z a;; ou Z a;; sil=J=[m;n].

m<isn m<i,j<n
PLISq

ATTENTION Dans la ('1ernié1?e é/criture7 I'expression m < 7,7 < n n’est permise que si ¢ et j sont
deux variables indépendantes.

IV.1 Permutation des symboles X

Théoréme 11 (Somme double indexée par un rectangle) :
Soient m, n, p, q des entiers et (a une famille d’éléments de E indexée par le rectangle

IN JHLIdVHD

i’j)(i;j)GIxJ

[m;n] x [p;dl.
n q q n
doow =22 =3 ) a
m<i<n 1=m j=p J=p i=m

PLJLq

Dans le cas d’un rectangle, les sommes permutent donc sans contraintes.

Théoréme 12 (Somme double indexée par un triangle) :
Soient m et n des entiers et (a une famille d’éléments de E indexée par le triangle

{(G@;5) eIxI/m<i<j<n}

i’j)(i;j)GIxJ

S11Ndodd 13 SIININOS

n n n J
E CLZ] = CLZ] = E CLW
m<ISISNn i=m j=1 j=mi=m
J
T A
1
e | !
v 1 T
% X
- 1
1
2 k——f————— >k
o 3+
v/ 51
1 .
f f f f f
1 2 3 n—1 n 7
1< < ou i<j<n

Figure VI.4 — Sommation par tranches
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PTSI VINCI - 2025 IV. SOMMES DOUBLES

Si l'on somme sans prendre la diagonale 7.e. les termes a;;, i € [1;n], on obtient :

n—1 n n J—1
> ag=) ) ay= ) D ay
m<i<j<n 1=m j=1+1 j=m-+1i=m

Exercice 11 : Calculer Z L (@)
1<i<y<n / L
>
ﬁ
Proposition 13 (Produit de deux sommes) : -]
Soient (a;);<i<p €t (b;)1< <y, deux familles d’éléments de E A
n m v I.J m m n m
Z(( XZ(}*ZZ({]}*ZZ(M) = Z a;b;. <
1=1 o=il 7=1 =1 =1 1<i<n ’ —-—
1<gs<m .
(Z (l/> = Z a? + 2 Z a;a;. (Carrée d'une somme) 8
i=1 i=1 1<i<g<n v Z
. 2 _ 2 4 p2 4 2 m
Exemple 15 : (a+ b+ ¢)* = a® + b + ¢* + 2(ab + ac + be). w
m
IV.2 Permutation des symboles 11 -
ﬁ
A
Théoréme 14 : @)
Soit (a. j)( Jelxg e famille d’éléments de E indexée par un rectangle [m;n] x [p;q] ou un triangle =~ O
{(i5) €Tx3/m<i<j<n}. =
-]
On a: wn
n 94 a n
Sur un rectangle : H Q;; = H H a;; = H Qjj-
mgz:gn 1=m j=p Jj=pi=m
PISq '
n o n n J
Sur un triangle : H a;; = H H a;; = H H a;;-
m<EI<IKN 1=m j=1 j=mi=m
n—1 n n j—1
(sans la diagonale) a;; = H H a;; = H H a;;
m<i<j<n i=m j=1+1 j=m+1li=m
n n n n
Exemple 16 H (ij2) = HH (ij2) = H " H j2)
1<i,j<n i=1j=1 =1 j=1
n n 2 n
T ((I)) - T e
#=ll 7j=1 =1
n n
— <n|>2n % (H z) _ (n!)Qn % <n|)n _ (n[>3n
=1
F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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m n n m
Exercice 12 : Est-il vrai que H Z Z; = Z H 27
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