
1

U
ne

fonction
sym

pathique
Pour le 28 mars 2025 Devoir en temps libre n𝑜6

Une fonction sympathique

1. Faire l’étude complète de la fonction :

th ∶ ℝ ⟶ ℝ

𝑥 ⟼ sh(𝑥)
ch(𝑥)

.

(Domaine de définition, domaine d’étude, branches infinies, dérivabilité, tangente en 0, courbe
représentative.)

2. (a) Pour tout 𝑥 réel, exprimer th (2𝑥) en fonction de th (𝑥).

(b) En déduire que ∀ 𝑥 ∈ ℝ∗, th (𝑥) = 2
th (2𝑥)

− 1
th (𝑥)

.

(c) (⋆) En déduire, pour 𝑛 ∈ ℕ⋆, une expression plus simple sur ℝ de

S𝑛(𝑥) = th (𝑥) + 2th (2𝑥) + ⋯ + 2𝑛−1th (2𝑛−1𝑥).

3. (a) Montrer que th établit une bijection de ℝ sur un intervalle J à préciser. On notera argth cette
réciproque.

(b) Montrer que argth est dérivable sur J. Préciser sa dérivée et l’équation de sa tangente en 0.

(c) Sur le même graphique que celui de la courbe représentative de th , tracer (en justifiant) celle
de argth .

4. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, on a :

ln (√1 + th (𝑥)
1 − th (𝑥)

) = 𝑥.

En déduire une expression explicite de argth (𝑥) sur J.

5. (a) Montrer que pour tout 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ, th (𝑝 + 𝑞) = th (𝑝) + th (𝑞)
1 + th (𝑝)th (𝑞)

.

(b) Pour 𝑥 ∈ ℝ, exprimer th (5𝑥) en fonction de th (𝑥).
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