G Test n°6

Tonclions de reférence 2

Compléter :

I/ Fonction exponentielle de base a
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Définition 5 (Exponentielle de base a) : Pour tout réel a strictement positif et tout réel z, on
pose :

zIn(a)

T=¢e .

a

Théoréme 18 :
Soit a un réel strictement positif fixé.

La fonction f: x — a” est définie et dérivable sur R et on a :

Vz €R, f'(z) =In(a)a”.

Proposition 19 :
Soit a un réel strictement positif fixé.

a>1: lim a® =400 et lim a® =07.
T—+00 T——00

a<l: lim a®*=0" et lim a® = +o0.
T—+00 T——00
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Casa>1: Cas0<a<l:

x —00 0 “+o0 x —00 0 +oo

In(a) x a® +

Figure IV.1 — La fonction exponentielle de base a > 0, z +— a®.

Proposition 23 (Croissances comparées) :
Pour tous «, (3 strictement positifs .

. (111<-1«7:)>(\ lim z? | ln(.’,{;\)‘a = 0.
lim 73 =0. r—0* ‘
T——+00 Tt

IT/ Les fonctions hyperboliques

Définition 8 (Fonctions hyperboliques) :

— On appelle fonction cosinus hyperbolique la partie paire de la fonction exponentielle définie
par :
VreR, ch(zx) = ———
En particulier, Vo € R :
e® =ch(z) +sh(x).
Proposition 27 (Cosinus hyperbolique) :

1. ch(0) =1.
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2. La fonction ch est paire et minorée par 1 atteint en 0.

3. La fonction ch est continue et dérivable sur R , et
Vx €R, ch’(z) =sh(x).

B IEEEX, én <T> = 100 5. lim 17 = 0.

On considere f: x + f(z) =In (i—;).

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

xT

e 7 . . .
— est définie si, et seulement si e # 1 < z # 0.

1
La fonction x — 7

La fonction In n’est définie que sur R*. donc on résout rapidement

1+ e”
1—e”

>0 <= (1<) <1 <= 2 <0.

Prenant I'intersection des deux ensembles précédents, on trouve donc D, = |—00;0[.

2. Déterminer et justifier rigoureusement lirgl f(x).
r—0~

Pour tout réel strictement négatif z, e < 1 donc 1—e® > 0. Comme lim e* = 1, on en déduit lim 1—e* =07,

z—0 x—0"

1
Comme lim x= 400, d’apres les théoreémes sur les limites de composées,
X—=0*

1
lim

= +00.
z—0- 1 — et

Donc, d’apres les théoremes sur les limites de produits,

1+ e” (

{ 9JUd42J24 3P Su0IIDU04

lim = lim = +o0.

z—0- 1 — e x—0~

x (1+ eT)> = lim 2

1—e” =0 1 — e”

Enfin, lim In(u) = 400 et les théorémes sur les composées de limites, entrainent
uU—+00

lim f(x) = +o0.

x—0

3. Montrer rigoureusement que f est dérivable sur D et donner I'expression de sa dérivée.

x

€ g . . ) . Zo. N

Sur |—o00;0[, x — ———, fonction homographique de dénominateur ne s’annulant pas est dérivable et a
y Vs z’
e

1—
valeurs strictement positives d’apres la premiere question donc fy est également dérivable et on a :
) 2e”

4. Montrer que f établit une bijection de 2, sur un ensemble que 'on ne demande pas de préciser.

D’apres la question précédente, la dérivée de f est du signe de 1 — €2* > 0 donc f est strictement croissante
sur D.
f
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X
, strictement croissante sur R\ {1} avec les

. . , 1+
On pouvait aussi remarquer que f est la composée de = 1

fonctions strictement croissantes In et exp. On retrouvait le méme résultat.

La fonction f est donc strictement croissante et continue (car dérivable) de R* sur son image (R%). Elle y
établit donc une bijection.

5. Donner 'expression de f~! sur R%.

Soient x € D et y = f(x). Il suffit de « retourner » l'expression :

1+ e” 1+ e* e¥ —1 e¥ —1
=1 — =eY = (1+e¥)e’ =eV—1 <= e¥= >0 < z=1 .
Y n(l—efﬂ> 1—e ¢ 1*6“”’:#0( tete ¢ 1+ey¢oe ev +1 ‘ n(ey+1>

s
Donc, f~* :len(e” >
er +1

Remarque : On pourra vérifier que f~! est définie sur ]0; +o0o[ en déterminant lim f(x) = 0.
T——00

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



D Test n°6

ﬁzncéwn@c/ew{fwenw

Compléter :

I/ Fonction puissance réelle
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Définition 6 : Pour tout réel « et tout réel x strictement positif , on pose :

a _ poln(z)

T e

Théoréme 21 :
Soit « un réel fixé.

La fonction f: x + x* est définie et dérivable sur |0;4+00[ et on a :

Vzel0;+oof, f(z) =ax*t.

Proposition 22 :
Soit o un réel fixé.

a>0: lim z*=0 et lim z% = +o0.
z—0" x—+00

a<0: lim 2% =400 et lim z% =0.
x—0* T—r+00
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Cas o >0 (ae]0;1]) : Cas a<0:
T 0 1 +00 T 0 1 +o00
arxo! + az® ! -
400 +0o0 —
e 1/' z* \
0o— 0
8 - .
6 4

Figure IV.2 — Les fonction puissances  — .

Proposition 23 (Croissances comparées) :
Pour tous «, 3 strictement positifs .

— lim S +00 lim \:1;'\3 2 = (7),
Z ’ B ’ T—>—00
r—+00 I

IT/ Les fonctions hyperboliques

Définition 8 (Fonctions hyperboliques) :

— On appelle fonction sinus hyperbolique la partie impaire de la fonction exponentielle définie

par :
e’ — e

2

—T

Vz €R, sh(z) =

De plus, on a l'identité, Va € R :
ch?(z) —sh?(z) = 1.

Proposition 28 (Sinus hyperbolique) :
1. sh(0) =0.

2. La fonction sh est impaire.
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3

4.

D.

. La fonction sh est continue et dérivable sur R , et
z € R, sh’(z) = ch(z).

im_sh (z) = — im_sh (z) = sh (
.nglxbhu) = —00. 5. xglg}xbll () = 4o00. 6. 1 s1§r) o

On considere f: z +— f(z) = (= o)

Déterminer le domaine de définition D, de f.
La fonction In n’est définie que sur R*. donc on résout rapidement 1 — e* >0 <= z < 0.
Deplus, e #0 <= 1—e"# 1 < In(1— ¢e”) #0.

Donc, D = |—00;0].

. Déterminer et justifier rigoureusement lim f(z).

T——00

Pour tout z < 0, e¢* > 0 donc 1 — e” < 1. On en déduit que

Iim 1—e*=1".
xr——00

Comme lim In(u) = 0", d’aprés les théorémes sur les composées de limites,

u—1
lim In(l—e*)=0".
LT——00
: .1 s . P
Enfin, comme lim — = —oo, d’apres les mémes théoremes, on a donc
X—=0- X
lim f(z) =—c0.
Tr—r—00

. Montrer rigoureusement que f est dérivable sur 2 et donner 'expression de sa dérivée.

Sur ]—o00;0[, x + 1 — e” est dérivable et & valeurs strictement positives donc z + In (1 — e%) y est
également dérivable. Ne s’annulant pas, son inverse f est également dérivable sur Dy et on a :

CCE

(1—e?)(In(1— e))*

Vxel]-o0:0[, f(z)=

. Montrer que f établit une bijection de 2, sur un ensemble que I'on ne demande pas de préciser.

Par composition, il est tout & fait évident que f est strictement croissante sur 2;. Il est donc tout a fait inutile
d’avoir recours au signe de la dérivée, de la question précédente méme si celle-ci, du signe de 1 — e* > 0 sur
D confirme notre réponse.

La fonction f est donc strictement croissante et continue (car dérivable) de R* sur son image (R*). Elle y
établit donc une bijection.

Donner l'expression de f~! sur R*.
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Soient x € D et y = f(x). Il suffit de « retourner » l'expression :

1 1 1
y:ﬁ#zO@ l—e"=¢V <= 0<e"=1—¢e¥ < z=1In
n(l—e”

1
Donc, f~' iz +—In (1 — 65>.

(

1
1— ey

).

Remarque : On pourra vérifier que f~! est définie sur ]—oo ;0] en déterminant lirg flz)=0".
r—0"
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