Fonctions circulaires Feuille d’exercices n°7

Fonctions civewlaires |

I/ Un peu de trigonométrie

Exercice 1 : Calculer :

2w . s 5T . 1217
1. cos (;) 2. sin <—€> 3. cos <§> 4. sin (T)

1
Exercice 2 : Soit a € [7;27] la mesure d’un angle tel que cos(a) = £ Calculer sin(a).

Exercice 3 : Simplifier les expressions suivantes :
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A= COS<3¢—*> B= sin(—ﬂ—x>+cos(37r—x)C: cos(—w—l—x)—i—sin(:c——w) -+
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Exercice 4 : —
1 1 1 ™ V6+V2 Nz a

1. En remarquant que — = — — —, montrer que cos (—) = ————— puis calculer sin (—) S
123 4 4 12 =

;.
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)]
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2. Déterminer les valeurs exactes de cos <1—72r> et sin <1—27T>

3. Résoudre dans R I'équation (v/3 + 1) cos(z) + (V3 — 1) sin(z) + V3 —1 = 0.

cos (13) +sin (75)

Exercice 5 : Calculer la valeur exacte de

Exercice 6 : Exprimer cos?(x) — cos(x)sin(z) en fonction de tan(z).

Exercice 7 : Sans se préoccuper des domaines de définition, simplifier les expressions suivantes :

1. (cos(x) + sin(z))? 6. SiTl<393) cos(3z)

2. 905(2:0) cos(z) — sir'1(2x) sin(z). sin(z) cos(z) o i

B () s ) — il B 7. ) - (m + ?) i (z + 3)

4. cos <1‘ - ?) B0 (‘T + EWA 8. sin?(x) — cos?(x) + cos?(z) — sin?(x)

5. sin®(z) 4 cos®(x) — 2sin?(z) 9. sin’(z) (3 — 2sin®(z))+cos?(z) (3 — 2 cos?(z))

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




Feuille d’exercices n°7

Fonctions circulaires

3
10. sin®(x) + cos®(z) et résoudre sin®(z) + cos®(z) = 3

Exercice 8 :

1 + tan(x)
— tan(zx)’

_1+Vv3

==

1. Simplifier ’expression

7
2. Montrer que tan (1—2)

a—>b
+b

Exercice 9 : Sachant que tan(x) =
a

11/ Equations et inéquations trigonométriques

, o (a,b) € (IR+)2, calculer cos(z) et sin(z).
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= trique :

° 1

(2} = =

g 1. cos(z) = > @

= . V3

-g 2. sin(3z) = 5 7

(o) 3. cos(x) = cos (CE—I—E>

L 4 8.

™

4. cos (ac—i—g) =—1 9.
5. sin(3x) = cos(2z) 10.

métrique :

Exercice 10 : Résoudre dans R les équations suivantes et placer les solutions sur le cercle trigonomé-

sin(z) _ @ 11. cos?(x)—sin?(z) = cos (43: — %
cos(x) 3 1

' o 5 12. sin(z) cos(z) = 1
sin <3x——) = —— >

3 2 13. 4cos®(x) —1=0

: T _
sin (295 - 1) = cos(2) 14. /1 —sin?(z)+sin(z) = V2
sin?(z) — 5sin(z) +6 = 0 15. cos?(z)+2cos(z)—3 =0
cos(z) +sin(z) =1 16. V2sin(z)—v6 cos(z) = 2

Exercice 11 : Résoudre dans R les inéquations suivantes et placer les solutions sur le cercle trigono-

2cos?(x) —3cos(z) +1 >0
2sin?(z) + 5sin(z) +2 <0

. cos?(z) — (3 + \/ﬁ) cos(z) + 3\2/§ <0

2

. cos(z) + V3sin(z) + V3 >0
10.
11.
12.

4sin®(z) —3 <0
sin(2z) > cos(z)
sin(2zx) + cos(2x) > 0
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Exercice 12 : Résoudre dans |— ; 7] I"équation :

\23 cos(2x) + %sin(Zx) = cos <§> .

Exercice 13 : Résoudre tan(z) tan(4z) = —1

ITI/ Fonctions trigonométriques

ﬂ
o
. =
Exercice 14 : Etudier la parité des fonctions suivantes : 2
f iz sin(x) — cos(x) . (1 2 8
w ) ] jirxr— |sin|-x|—sin|-x -

g:x+— sin®(z) —sin(2x) sin(3z) 3 5
Sin(m) COS(ZI‘) (@]
h:riE— k:xr— -
’ cos(z) cos?(x) + 1 a
, sin(x) =

11X+ T

cos(z) Q.
q
0]
w

Exercice 15 : Vérifier que la fonction f est T-périodique.

i . (10z—1 3
filz) = (s;r;((?) avec T =7 f5(x) = sin ( ‘ ) avec T = g
fo(z) = cos?(z) —sin?(z) avec T =7 folz) = gcos(?mx) e T — 2
f5(z) = sin (107x) avec T = 0, 2. 5 3
2
fa(z) = cos (430 + g) avec T = g fr(x) = sin (3:6 — g) avec T = g

Exercice 16 : Sans se préoccuper des domaines de définition, proposer un domaine d’étude minimal
pour les fonctions suivantes :

. . sin(x ?
f:x+— sin(27) h:roe— (z) jrxr— (sin <1x>—sin (130)) .
cos(x) 3 5
x sin(z) cos(2x)
g:T— Sin(:ﬂ) — COS($) L cos(x) kv m
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Exercice 17 : Sans se préoccuper du domaine de dérivabilité, déterminer la dérivée des fonctions

suivantes :
fi(z) = cos(x)sin(x) folz) = COS@) folx) = (5z — 3)® cos(z)

— ain(a2 in

o) et e fole) = (30% —2)sin’(z)
3(z) = x f(2) = cos(x) + 2 _ -
falz) = Z?r?((i) ’ sin?(x) + 2 fi1(z) = sin <337 - Z)

B 3 _ 2cos(z)+3 _ 2cos(2x)
fs(@) = 2 cos(x) fal@) = 2cos(z) — 3 fra(@) = 3—sin(l—ux)
Exercice 18 : Pour tout x € [0;+oo[, montrer successivement que :

1. (a) sin(z) < =. @) @ flg < i)
x> 2 zt
(b) 1— 5 < cos(z). (d) cos(x) <1— 5 + Ik
1—cos(z) 1

2. En déduire que ili% T = 5

Exercice 19 : Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2sin(3z) — 5 cos(3x).

Etablir une relation entre les fonctions f et f”.

Exercice 20 : Etudier la fonction f, définie sur R par :
1
f(z) = 5 cos(2z) — cos(x).

(Domaine de définition, périodicité, parité, domaine d’étude, variation, ...

Exercice 21 : Soit f la fonction définie par :

cos(x)

f@) = 1+ sin(z)’

1. Déterminer le domaine de définition de f ainsi qu’un domaine d’étude minimal.
2. Déterminer les limites aux bornes du domaine d’étude.

.. T 3
3. Donner le sens de variation de f sur }—5 ) [

Exercice 22 : Soit f:z+— %
sin(z) + cos(z)
1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Montrer que f est périodique de période .
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1
3. Montrer que A ( ; 7> est un centre de symétrie de €.

s
4’2

En déduire un domaine d’étude minimal de I.

4. Etudier les variations de f sur I et donner une équation de la tangente & % en A. Préciser les

intersections de ¢ avec (Ox).

5. Montrer que 5 admet un unique antécédent par f sur ]—Z ; T [

En donner une valeur approchée a 1072 pres.

Exercice 23 : Soit f : R — R définie par f(z) = sin(x) + x.

On note €% la courbe de f dans un repére orthonormé.

Montrer que f est impaire.

Montrer que € est invariante par translation de vecteur u (27 ;27).
Etudier les variations de f sur [0;7].

Déterminer les limites de f en +oo.

o 89

En se servant des questions précédentes, représenter ¢ sur [~ ; 57].

Exercice 24 : Etudier les fonctions f : x — = — tan(z) et g : © — /tan(2z).

IV / Fonctions circulaires réciproques

Exercice 25 : Simplifier :

. 2T 2T —2m
1. arccos (Sm (;)) 2. arccos <cos <§>> 3. arccos (COS (T))

Exercice 26 : Simplifier arctan <tan (T))

1 1
Exercice 27 : Déterminer la valeur exacte de sin (5 arcsin <§> )

Exercice 28 : Vérifier que arcsin (153> + arcsin <§) = arcsin (22)

4. arccos (cos(4))

F. PUCCI
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Exercice 29 : Simplifier au maximum les expressions suivantes :

1. sin(arcsin(z) + arcsin(y))
2. tan(2arctan(x)).

3. cos(2arccos(z))
4. tan(2arcsin(x))

cos(arcsin(x)). En déduire tan(arcsin(x)).
sin(arccos(x)). En déduire tan(arccos(x)).
cos(arctan(z)). En déduire sin(arctan(z)).

arcsin (23:\/ = 562)

e N & &

Exercice 30 : Résoudre les équations suivantes :

4 . . T
1. aresin(e) = arcsin (5 ). 4. arcsin(z) + arcsin(zv/3) = =
. . (4 . (D ., 5 T
2. arcsin(x) = arcsin <5> + arcsin (E) 5. arccos(z) + arcsin(z® —x + 1) = 5
q s
3. arcsin(x) + arccos (ac\@) =1 6. arcsin(2z) — arcsin (m\/g) = arcsin(x).

Exercice 31 : Pour n € N, on pose f, () = cos(narccos(x)).

1. Donner 'expression de f,, f; et f, en fonction de x.
2. Montrer que, Vn € N, f,, est une fonction polynomiale.

Exercice 32 :
1. Résoudre I'équation : cos(4x) = —sin(x).

+5
A

1
2. Soit x = arcsin < ) . Calculer cos (4z() & partir de cos(2z) et cos(z).

3. En déduire z,.

Fonctions circulaires

Exercice 33 : Pour chacune des fonctions suivantes, donner le domaine de définition, I’ensemble de
dérivabilité et calculer la dérivée.

fi s x +— arcsin(x) + arcsin(mﬁ) 1 X — arccos <1>
fs Vita?

fu: @ +— zarcsin(z) + V1 — 22
) f5 ¢ > arcsin (me)

x

V1422

fo : x> arcsin (

Exercice 34 : Etudier les fonctions suivantes :

fi : © — arcsin(cos(x)) + arccos(sin(z)). Foo s aresin ( 1+ sin(2ac))
X — .

1
fo : & — arccos(cos(z)) + 3 arccos(cos(2x)). 2
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Exercice 35 : Montrer que le sinus et le cosinus d’angle « sont des nombres rationnels si, et seulement

. @ 2@ g . .
si tan <§> n’est pas défini ou est aussi rationnel.

Exercice 36 : Montrer que :

1. arccos (5 — 9 arctan <2> 3. arctan (2\/5) + 2 arctan (\/i) =7
13 3
1
1 1 2013 — 1
2. arctan | —2 | + 2arctan (7> _ 4. arctan A +2 arctan (—) _
2 2 2 2 2013 2
1 T
5. arctan <§> + arctan ( ) = [Hutton, 1776]
1 1 us .
6. 4arctan (5) — arctan (2—39) =3 [Machin, 1706]

Exercice 37 : Résoudre, sur R, les équations :

T

1. arctan(2z) + arctan(3z) = 1 % mmEiem (2(1 i x2)> = arcsin(z)
1 3T T
2. arctan(3 — x) + arctan (4 — E) = 4. arctan(x) + arctan(2x) = T

Exercice 38 :

b
1. Montrer que si 0 < ab < 1, alors arctan (a) + arctan (b) = arctan <1a i b).
—a

2. Calculer arctan (2) + arctan (5) + arctan (8).

3. Résoudre dans R ’équation : arctan(x) + arctan(xz + 3) + arctan(z — 3) =

NE

Exercice 39 : Tracer la courbe de la fonction = +—— arcsin (sin(z)).

Exercice 40 : Tracer la courbe de la fonction = +— arctan (tan(z)) sur R.

Exercice 41 :

1. Exprimer tan(x — y) en fonction de tan(x) et tany.

—b
2. En déduire que pour tous réels a > 0 et b > 0, arctan(a) — arctan(b) = arctan < ¢ )

1+ ab
(k+1)—(k—1)
B I+(k-—10k+1)
4. Déduire des résultats précédents la convergence de la suite (un)n> , definie par

= i arctan <2>
k=1 k?

3. Vérifier I'égalité
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Exercice 42 : Calculer et simplifier les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(z) = arctan(z — 1) + arctan(z) + arctan(z + 1)
2. f(x) = cos? (;arctan(m)>

Exercice 43 : Donner le domaine de définition, I’ensemble des points ou elle est dérivable et calculer
la dérivée de la fonction f définie par :

1—=z
1+

f(z) = 2arctan ( ) + arcsin(z).

5@)

Exercice 44 : Montrer que Vz > 0, arctan(sh (z)) = arccos (
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