Fonctions circulaires Feuille d’exercices n°7

Fonctions civewlaires |

I/ Un peu de trigonométrie

Exercice 1 : Calculer :

2 5 121
1. cos <§> 2. sin (—?) 3. cos (?ﬂ) 4. sin (%)

1
Exercice 2 : Soit a € [7;27] la mesure d’un angle tel que cos(a) = 5 Calculer sin(a).

Exercice 3 : Simplifier les expressions suivantes :

3
(@]
-
T 5 5 7 o
T
A = cos (x——) B = sin (——x) + cos(3m —z)C = cos <£+$>+sin (x—j> A
2 2 2 2 )
-
wn
Ql
Exercice 4 : 3
LB . 1 . (W> \/6+\@.11.<7r) =%
. En remarquant que — = = — =, montrer que cos [ — | = ————— puis calculer sin { — ).
quanbque 13, =3 7 ¢ g 12 4 P 12 o
*
(]
wnn

7
2. Déterminer les valeurs exactes de cos (Tg) et sin <§>

3. Résoudre dans R ’équation (v/3 + 1) cos(z) + (V3 — 1) sin(z) + V3 — 1 = 0.

Correction :
3. (V3+1)cos(z) + (V3—1)sin(z) +vV3—-1=0
VBrVE o ED VB— 2

1 s(x) 1 sin(z) + V3 = 7
T ):_ - <l
cos(12 x sin (15
(-15) == (5+ 1)
cos (& — 5 ) =cos(5+ 5 )

2
Donc z = g [27] ou = = —g [27]

Exercice 5 : Calculer la valeur exacte de
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s s 1 AT b =f 7T s s ™
Correction : — (?> +s%n(?) — ?COS(I:) i \fsm<1:> _ cos(g — ?) _ ¢os (E) — 3
cos (f3) —sin(§5)  —peos(f) — s5sin(fy) cos(f+15) cos(F)

Exercice 6 : Exprimer cos?(z) — cos(z) sin(z) en fonction de tan(x).

cos?(z) — cos(z) sin(z) = cos?(x) (1 — tan(z)) = 1 — tan(x)

Correction : Vz € D =
1 + tan?(x)

tan?

Exercice 7 : Sans se préoccuper des domaines de définition, simplifier les expressions suivantes :

1. (cos(z) + sin(z))? g Sin(3z) | cos(3z)
2. cos(2x) cos(x) — sin(2z) sin(x). sin(x) cos(z)
3. sin(33) cos(2) — sin(20) c0s(3z). 7. sihalla) Ao (x + 2;)  fin (x + 4;)
s s
L. el (ac B ?) +cos (m T 3 ) 8. sin*(z) — cos*(z) + cos?(z) — sin®(z)
0 5. sin®(x) + cos®(z) — 2sin*(2) 9. sin(z) (3 — 2sin*(z))+cos?(z) (3 — 2 cos?(z))
lg 3
0 10. sin®(x) + cos®(z) et résoudre sin®(z) + cosb(z) = s
=
Q
I=
S
(é, Exercice 8 :
t
() 1. Simplifier I'expression w.
S 1 — tan(x)
(@) 1
c 2. Montrer que tan (77T> = +v3 ;
(=) 12 1—+3
LL
Correction :
1. Ve #£ % [g] etz € Dy,
1+t i i z
+ tan(z) _ cos(x) + s%n(a:) _ sin (z+ %) P (x n E) .
1 —tan(z) cos(x) —sin(z) cos(z+ J)
2. 7T=4+43.
—b
Exercice 9 : Sachant que tan(z) = a4 y ou (a,b) € ([R+)2, calculer cos(z) et sin(z).
1 1 b —b
Correction : cos?(z) = 5 = _ o et sin?(z) = 1 — cos?(z) = a-2
1+tan®*(z) a—b 2a 2a
+
a+b
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Comme tan(x 0, cos(z) et sin(x) sont de méme signe donc les couples solutions sont
/a—i— a—b \/a—l—b_ \/a—b
2a ' 2a

in(x) < cos(z). Le seul couple possible est donc le premier i.e.

a+b 5 stls) a—2>b
sin(z) = .
2a 2a

cos(x) =

I1/ Equations et inéquations trigonométriques

Exercice 10 : Résoudre dans R les équations suivantes et placer les solutions sur le cercle trigonomé-

trique :
1. cos(z) = 1 6 sin(z) _ é 11. cos?(x)—sin?(x) = cos (41‘ i
2 " cos(x) 3 1
2. sin(3z) = \2[ . (3 77) 5 12. sin(z) cos(x) = i g
.sin(3x— <) =——
3 2 13. 4cos?(z) —1=0 <.
3. cos(z ( ) 8. sin (2 ™ _ =
- s ( T Z) = cos(z) 14. /1 —sin?(x)+sin(z) = V2 (?)
4. cos (m + 5) =1 9. sin®(x) — 5sin(z) + 6 = 0 15. cos?(z)+2cos(x) —3 =0 o)
5. sin(3z) = cos(2x) 10. cos(z) + sin(z) =1 16. V2sin(x)—v/6 cos(z) = 2 (;5
=2
S,
@
Exercice 11 : Résoudre dans R les inéquations suivantes et placer les solutions sur le cercle trigono- wn

métrique :

1. sin(x) < ﬁ 6. 2cos?(z) —3cos(z) +1>0
21 7. 2sin®(z) + 5sin(z) +2 < 0
2. cos(z) > 2 8. cos?(x) — (3 + ?) cos(x) + 3\2/§ <0
3. cos(z) <0
NG 9. cos(x) 4+ V3sin(z) + V3 >0
4 cos<z+3)\7 10. 4sin*(x) —3 <0
V3 11. sin(2z) > cos(x)

12. sin(2x) + cos(2x) > 0

Exercice 12 : Résoudre dans |—7 ; 7] 'équation :

\ég cos(2x) + %sin(Q:v) = cos (g) .
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1
Correction : \f cos(2z) + 3 sin(2z) = cos (290 — %)

Exercice 13 : Résoudre tan(z)tan(4z) = —1

T T
Correction : |l est nécessaire que 4z € D, etz € D, ie x F 3 {Z} etz # 5 [7].

Enfin tan(x) # 0 et tan(4x) # 0 entrainent x % 0 E]

1

tan(z) tan(4z) = —1 < tan(4r) = ~ tan(z)

< tan(4x) = tan <g + ac)

= 43:5%—1—30 [7]

= o=2 7]
x = — p—
6 L3

Faut-il retirer des solutions ?

Ce sera le cas si, et seulement si 3 (k; k') € Z? tel que % I gkz = g + gk:’
1 1 1
SK k= —
4 3 24
6k — 8k =

Un nombre pair ne pouvant étre égal a un nombre impair, cette équation n'a pas de solutions.
N T T ™ ’ ’ /
Dememe,g+§k:§+k‘7r<:>2k—6k:2<:>k:1+3k <= k=1 [3]

Enfin, % + gk: = k’g < 3k' —4k =2 < 3k’ =2(1+ 2k). Comme 3 ne divise pas 2, il divise 1 + 2k

ie. Im € Z, tel que 1+ 2k = 3m et k' = 2m ce qui revient encore a k =1 [3].

ConCIUSion’S:{g+gk,k$1 [3]}:{7" b Tw }

6’ €7 E’ e

ITI/ Fonctions trigonométriques

Exercice 14 : Etudier la parité des fonctions suivantes :

e ey e (o) o 32))
h:zr— ig;iﬁ)) how cos?(z) + 1
o i
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Exercice 15 : Vérifier que la fonction f est T-périodique.

i 10z —1 3
filz) = sin(z) avec T =7 fs(z) = sin ( ’ ) avec T =
cos(x) 5
fo(x) = cos?(z) —sin?(z) avec T =7 folz) = 2cos(37mc) avec T — 2
f3(x) = sin (107z) avec T = 0, 2. 5 3
™ T . T B 2
fa(z) = cos (43@ + §> avec T = 5 f7(x) = sin <3m — 8) avec T = 3

Exercice 16 : Sans se préoccuper des domaines de définition, proposer un domaine d’étude minimal
pour les fonctions suivantes :

. ; 2
[z sin(2z) h:z— sin(z) jrxr— (sin (190) — sin (196)) .
cos(z) 3 5
- x sin(x) cos(2x)
g:x+— sin(z) — cos(z) L cos(x) hoai— cos2x+ 1

Exercice 17 : Sans se préoccuper du domaine de dérivabilité, déterminer la dérivée des fonctions

suivantes :
fi(z) = cos(x2) sin(z) filz) = COS_(93(> ) fo(z) = (5 — 3)° cos(z)
= sin T + sin(x
e fro(a) = (32> = 2)sin(2)
3\T) = f(z) = cos(z) + 2 . -
fu(x) = C?S(@)) ’ sin?(x) + 2 fi1(z) = sin (353 - Z)
sin(x
B 3 _ 2cos(x)+3 _ 2cos(2x)
fs(@) = 2 cos(x) fal@) = 2cos(z) — 3 fra(2) = 3—sin(l —zx)
Exercice 18 : Pour tout = € [0;+o00[, montrer successivement que :
1. (a) sin(z) < z. @) @ 5%3 < aitalls)
z? z? 2t
(b) 1— 5 < cos(z). (d) cos(z) <1— 5 + o
1—cos(z) 1

2. En dédui lim ————— = —.
n déduire que lim = 5

Correction : L'exercice est un peu répétitif mais s'enchaine bien, résultat classique des propriétés des
séries alternées que nous devons, pour |'instant, redémontrer a la main.

1. (a) Posons u: z+— p(z) = sin(x) — .

La fonction p est dérivable sur R, et on a:

w (z) = cos(x) —1 < 0.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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La fonction p est donc décroissante sur R avec ;(0) = 0 donc

Vae[0;+o00], p(z) <0 < [ sin(z) < z.

IE2

(b) Posons 0 : z +— 6(x) = cos(x) — 1+ 5

La fonction 6 est dérivable sur R, et on a:
0'(x) = —sin(x) +x > 0.

La fonction § est donc croissante sur R, avec §(0) = 0 donc

2
Vze[0;4o0], 8(z) >0 < [cos(w) 21—2.]

3
(c) Posons ¢ : x +— p(x) = sin(x) —z + %

La fonction ¢ est dérivable sur R, et on a:

.152

¢ (z) =cos(z) — 1+ 5 > 0.

La fonction ¢ est donc croissante sur R avec ¢(0) = 0 donc

3
Vz €[0;+00], p(z) 20 < [Sin(:c) 255_:66‘]

z?2

(d) Posons ¥ : 2+ ¥(z) = cos(x) — 1+ o =

La fonction U est dérivable sur R, et on a:
23

U (z) :—sin(m)—i—x—g < 0.

Fonctions circulaires

La fonction ¥ est donc décroissante sur R, avec ¥(0) = 0 donc

> gt

Vae[0;+o00], U(x) <0 < | cos(x) <1—?+I,

2. En regroupant les résultats des questions précédentes, on obtient, Vz € R :

3 22 2 4
ox—ggsin(x)gw. .1—7<cos(x)<1——+—.

On obtient alors :

., 1 22 1—cos(z) 1
vEERL TS T2 <3

D'apres le théoréeme de comparaison :

1—cos(z 1
lip 17 0%@) _ 1
z—0* x2 2
n Un petit argument de parité permettra alors de passer de la limite a droite a la limite tout court.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 19 : Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2sin(3z) — 5 cos(3z).

Etablir une relation entre les fonctions f et f”.

Exercice 20 : Etudier la fonction f, définie sur R par :
1
f(z) = 5 cos(2x) — cos(x).

(Domaine de définition, périodicité, parité, domaine d’étude, variation, ...)

Exercice 21 : Soit f la fonction définie par :

cos(x)

f(z) = 1+ sin(z)

1. Déterminer le domaine de définition de f ainsi qu'un domaine d’étude minimal.
2. Déterminer les limites aux bornes du domaine d’étude.

T 37
3. Donner le sens de variation de f sur }—5 D [

sin(x)
sin(z) + cos(z)’
1. Déterminer le domaine de définition D de f.

Exercice 22 : Soit f: x>

2. Montrer que f est périodique de période .

1
3. Montrer que A (Z ; 5) est un centre de symétrie de €.

En déduire un domaine d’étude minimal de I.

Sa41e|N241D SUOI}DU0

4. Etudier les variations de f sur I et donner une équation de la tangente & % en A. Préciser les
intersections de ¢ avec (Ox).

T
5. Montrer que 5 admet un unique antécédent par f sur ]—4 L [

En donner une valeur approchée a 102 pres.

Exercice 23 : Soit f : R — R définie par f(z) = sin(x) + «.

On note ¢ la courbe de f dans un repére orthonormé.

Montrer que f est impaire.

Montrer que € est invariante par translation de vecteur u (27 ;27).
Etudier les variations de f sur [0;7].

Déterminer les limites de f en +oo.

SOl -

En se servant des questions précédentes, représenter ¢y sur [—m; 5m].

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 24 : Etudier les fonctions f : z — = — tan(z) et g : © — /tan(2z).

IV / Fonctions circulaires réciproques

Exercice 25 : Simplifier :

2 2 =2
1. arccos (sin (g)) 2. arccos <cos (g)) 3. arccos (cos (%)) 4. arccos (cos(4m))

3T

Exercice 26 : Simplifier arctan <tan (Z))

3
Correction : arctan (tan <Z7r>> = arctan (—1) = —g.

1
Exercice 27 : Déterminer la valeur exacte de sin (5 arcsin <§> )

1
Correction : Posons 6 = arcsin (5)

Fonctions circulaires

1—
On sait que sin? <§> = (:205(9)_
1 8
Or, cos*(6) sin“(0) =3
T 2\/5
—— 2 = > = ——,
Comme 6 € [ 5 2], cos(#) > 0 et cos(6) 3
1 2\/§ \[
0 o 3—2vV2
! U i 2 —_ — 3 =
D’ou sin (2) 5 5

0 0 0
Par imparité de arcsin, sin(#) > 0 puis sin <§> cos <§> du méme signe que sin(f) entraine sin (5) >0

et sin <9> = 73_2\/5
S 5) = 5 )
n (o (5)) = | 222
Donc sin [ — arcsin | = =4 —.
2 3 6

n F. PUCCI
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Exercice 28 : Vérifier que arcsin (153> + arcsin (g) = arcsin (22)

Correction :

i (avcsin (g5) +avesin () ) = 75 cos (aresin () ) + 5 eos (avesin (55 )
sin | arcsin | — | + arcsin | — = —-cos | arcsin | — + —cos | arcsin | —
13 5 13 5 5 13
2 2
-5 3 - ()
13 5 5 13
_ 5431256
135 513 65

On en conclut que i (5 ) + - <3> . (56) 2n]
resin resin [ = | = arcsin [ —
ut que arcsin ( 7 arcsin | = arcsin | = s

ou
n () + aresin () n (g5 127
resin | — resin | = | = 7 — arcsin | — :
arcs 13 arcs = T — arcs oF T
1 56 56 M
Or, 3 < 5 < 1 entraine 0 < g < arcsin (%> < g 8
O
5 1 5 1 3 2 3 =,
Et, 0 < F < 3 induit 0 < arcsin (E) < g et 3 < (5) < \2[ induit g < arcsin (5> < g g
wn
5 3 5
Finalement, 0 < g < arcsin (1—3> ~+ arcsin (5) < % < g 2
O
Conclusion i (5 ) + i <3> i <56> <
i resin | — resin [ = | = arcsin [ — |. =
u , arcs 13 arcs z arcs oF Q_J
q
)
wnn

Exercice 29 : Simplifier au maximum les expressions suivantes :

1. sin(arcsin(z) + arcsin(y)) 5. cos(arcsin(x)). En déduire tan(arcsin(z)).
2. tan(2arctan(zx)). 6. sin(arccos(x)). En déduire tan(arccos(x)).
3. cos(2arccos(x)). 7. cos(arctan(x)). En déduire sin(arctan(z)).
4. tan(2arcsin(x)). 8. arcsin <2mm)

Correction :
1. sin(arcsin(z) + arcsin(y)) = zv/1 — y2 + yV1 — 22, z,y € [—1;1].

2
2. tan(2arctan(z)) = lixQ x # +1.
—z
3. cos(2arccos(x)) =222 — 1, x € [—1;1].
9
4. On a tan(2z) = 230(@) cos(z)

1 —2sin?(z)
22vV1 — 22 1 1
Donc, tan(2arcsin(z)) = VT e |—— s —1.
1— 222 V27 V2

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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5. cos(arcsin(x)) = V1 — a2, z € [—1;1].

sin(z) , alors tan(arcsin(z)) = L zec ]—1;1].

Comme tan(z) = @)
cos(x

6. sin(arccos(z)) = V1 —x2, x € [—1;1].
VisE

On en déduit, tan(arccos(z)) = ——, x € [-1;0[U]0; 1].
i
1

V1+a22

1 x
Comme sin?(z) = 1 — cos?(z), alors sin(arctan(z)) = /1 — = :
@) @) (arctan(@) = /1= 170 = o

8. Nécessairement, x € [—1;1]. Il existe donc un unique u € [0; 7] tel que z = cos(u).

7. cos(arctan(x)) =

On a alors arcsin (2:1:\/ 1— xQ) = arcsin (2 cos(u) sin(u)) = 2u = 2arccos (z).

Exercice 30 : Résoudre les équations suivantes :

4 . . m
1. arcsin(x) = arcsin <5> 4. arcsin(z) + arcsm(q:\/§) =%
. . (4 . (5 9 T
2. arcsin(z) = arcsin <5> + arcsin (E) 5. arccos(z) + arcsin(z® —z +1) = 9
. s
3. arcsin(z) + arccos <$\/§> =71 6. arcsin(2zr) — arcsin (ac\/§> = arcsin(z).

Exercice 31 : Pour n € N, on pose f, (x) = cos(narccos(x)).

1. Donner 'expression de f,, f; et f, en fonction de x.
2. Montrer que, Vn € N, f, est une fonction polynomiale.

Correction : |l est clair que z € [—1; 1] dans tout cet exercice.

1. De cos(0) = 1 et cos(2x) = 2cos?(z) — 1, on en déduit aisément que :
folz) =1, filz)=2 et fy(z)=22%—1.
2. Montrons par récurrence triple sur n € N que f,, est une fonction polynomiale.
La premiere question nous donne l'initialisation pour n =0, n =1 et n = 2.
Supposons qu'il existe un certain n € N, telles que f,,, f,,_; et f,,_o soient polynomiales.
Ona:

Ve eR, f,.1(x) =cos((n+1)arccos(z))
= cos (narccos(x)) cos (arccos(x)) — sin ((n — 1 4 1) arccos(x)) sin (arccos(z))
=z f,(z) —sin ((n — 1) arccos(z)) cos (arccos(x)) sin (arccos(x))
+ cos ((n — 1) arccos(z)) sin? (arccos(z))

=xzf,(z) + xsin ((n — 1) arccos(x)) sin (arccos(x)) + (1 — 22) f,,_; ()

Lycée Jules Garnier
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1
Enfin, sin(a) sin(b) = 3 (cos(a — b) — cos(a + b)) donne

=xf, (z) + %x (cos ((n — 2) arccos(x)) — cos (narccos(z))) + (1 — 22)f,_(z)
- %l'fn(l') + éxfn72(x> + (1 - .’L'Q)fn71<$)

Par combinaison linéaire et produit par des puissances de x, f,,; est bien une fonction polynomiale
et la propriété est héréditaire.

Initialisée de n = 0 a 3, la propriété est vraie pour tout n €y d'apres le principe de récurrence.
Remarque : On pouvait étre plus efficace mais ce n’était pas le propos de I'exercice.
En effet, V6 € R, cos((n + 1)8) + cos((n — 1)8) = 2 cos(nb) cos(d) d'ou

for1 () + froa (2) = 22, (2) <= fra(2) =22f,(2) = fri(2)

et une récurrence double suffisait a répondre a I'exercice.

Exercice 32 :
1. Résoudre I’équation : cos(4x) = —sin(x).

1+5
4

2. Soit x = arcsin ( ) . Calculer cos (4z) & partir de cos(2z) et cos(z).

3. En déduire z,.

ﬂ
o
S
o
=
o
S
(7))
Ql
1
o
=
=
q
@
)]

Correction :
1. cos(4z) = —sin(z) < cos(4x) = cos (g I :c)
@4:1:5%—#90[277] ou —4ng+$[27r]
= o= [T we=3 [F]
6 L3 10 L5
1 ) d— Vb
2. cos? (zy) =1 —sin?(zy) =1 — ( + f) = V5
4 8
- 10 — 2
Comme z, € [—— ; E], cos(zy) = 0 et cos(zy) = B= 8 _vio VB
2°2 8 4
_ 1—
Or cos(2zy) = 2cos?(xy) — 1 = i=yE —1= \/5

4 4

[\

1 = —sin(z,).

3. D’apres la question précédente, x, est donc une solution trouvée a la premiere question.

Et, cos(4zy) = 2cos?(2xy) — 1 = 2 (1_\/5) = i 8 14 8

Or { TT 37r} sont les seules solutions dans] i ﬂ{
ey =g —— [ ===
"1 10’ 6° 10 N N 29

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1++5

. . Ve . n 7r
Comme > 0, par imparité de arcsin cela ne peut étre 10"

4
AT (1 . (1+V5 : : .
De méme, g = aresin 5 # arcsin 1 par stricte croissance de arcsin .
, . 3m
La seule solution possible est donc z, = 10

Exercice 33 : Pour chacune des fonctions suivantes, donner le domaine de définition, I’ensemble de
dérivabilité et calculer la dérivée.

fi1 s x +— arcsin(x) + arcsin(:ﬁ\/@ f3 + & — arccos (1)

V14 x?
f4:x— zarcsin(z) + V1 — 22
) f5 : x — arcsin (va 1— acQ)

X

V14 22

fo : x> arcsin <

Correction :

V1i—22  V1—222
, 1
, 1

Fonctions circulaires

Exercice 34 : Etudier les fonctions suivantes :

f1 : @ — arcsin(cos(x)) + arccos(sin(x)).

1 + sin(2x)
—s |

f3 x> arcsin (

1
fo : &+ arccos(cos(x)) + 3 arccos(cos(2z)).

Exercice 35 : Montrer que le sinus et le cosinus d’angle v sont des nombres rationnels si, et seulement

. @ 2@ g . .
si tan <§> n’est pas défini ou est aussi rationnel.

Exercice 36 : Montrer que :

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1 srcees (5> — G e <2> 3. arctan (2\@) + 2 arctan (\@) =
13
1 1
1 1 2013 — s 1
2. arctan (22 + 2 arctan (§> = g 4. arctan (22013> +2 arctan <ﬁ) = g
1 1
5. arctan (§> + arctan <§> — % [Hutton, 1776]
1 1 T q 1
6. 4arctan <5> — arctan (@> =7 [Machin Y| 1706]

t tan(b
Correction : Tout repose sur la formule, dans ses conditions de validité, tan(a + b) = T ant(a) <+> jn((g)
— tan(a) tan

2
1 z
6. De méme, tan (2 arctanf> -5 _ _ 3 puis
5) 1 12
25
5
1 1 A 12
tan <4arctanf> = tan (2 X 2arctan7> -6 _ —O
5 5) 2 119
144
120
1 10 ! 1
Enfin, tan <4arctanf — —) = = =
5 4 120 239
1+—x1
119
On en déduit que :
darctan - tan — — T
rctan — — arctan — = —.
arcta : arcta 539 — 1
Exercice 37 : Résoudre, sur R, les équations :
T
1. arctan(2z) + arctan(3z) = 7 3. arctan L — arcsin(z)
. . 2(1—x?)
T
2. arctan(3 — x) + arctan <4 — 5) =7 4. arctan(x) + arctan(2x) = g

Correction :
1. arctan(2z) 4 arctan(3z) = Z < tan (arctan(2x) + arctan(Bx)) =1

et arctan(2z) + arctan(3z) € ]_g ; g [
)
ﬁ =1 et arctan(2x) + arctan(3x) € ]_g ; g[

1 T T
|1]. La formule de Machin fut découverte ﬁl?‘{%:pa? !Io%lill %/[a:ch@l ee% l"aé{lcet?en gr%%r—g arg tl%%(grglgt)lo% Jrl_ggnbli trique
arctangente :

1 1
= 16 arctan — — 4 arctan ——.
u arctan 5 arctan 239

Cette formule permet de calculer une approximation du nombre 7 grace au développement en série entiére de la fonction
arctangente. John Machin 1'utilisa pour obtenir les cent premiéres décimales de 7.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

ﬂ
o
S
o
=
o
S
(7))
Ql
1
o
=
=
q
@
w




Fonctions circulaires

Feuille d’exercices n°7 Fonctions circulaires

Or, —1 ne convient pas car arctan(—1) + arctan(—3) < 0 # g
: 2 3 s
Mais, 0 = 0 + 0 < arctan (6) + arctan (6) < arctan(1) 4 arctan(1l) = 5

_ . 1
Donc I'unique solution est 6

Exercice 38 :

b
1. Montrer que si 0 < ab < 1, alors arctan (a) + arctan (b) = arctan (1(1 i b>'
—a

2. Calculer arctan (2) + arctan (5) + arctan (8).

3. Résoudre dans R ’équation : arctan(x) + arctan(x 4 3) + arctan(z — 3) = 1

Correction :

1. Soient a et b tels que 0 < ab < 1.

tan(p) + tan(q)
1 — tan(p) tan(q)

Dans son domaine de validité, on utilise simplement la formule tan(p + p) =

b
tan (arctan (a) 4+ arctan (b)) = 1a_—|-ab

b
Donc arctan (a) + arctan (b) = arctan <1a—+ab> [7].

: b
Par définition, de arctan, _r < arctan ( s ) < E.
2 1—ab 2

Comme ab > 0, a et b sont de méme signe. Supposons les positifs dans perdre de généralité. alors
T s
0 < arctan (a) < 5 et 0 < arctan (b) < 3 entrainent 0 < tan (arctan (a) + arctan (b)) < 7 et

a+b>

t t b) = t
arctan (a) + arctan (b) = arctan (1—ab

. Il suffit d'appliquer deux fois la formule précédente :

2
arctan (2) + arctan (5) + arctan (8) = arctan (1_;?(5) + arctan (8) = arctan <_g7)> + arctan (8)
7 65
1.8 e
= arctan Qf = arctan %
14+ -x8 —
Ty 9
_T
=7

. Posons ¢ :  + arctan(z) +arctan(z + 3) +arctan(z — 3) qui est clairement strictement croissante

et continue sur R par composition de fonctions croissantes et continues. Elle établit donc une bijection
de R sur son image.

D’aprés la question précédente, p(2) = g

Par bijectivité de ¢, 2 est donc I'unique solution.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Exercice 39 : Tracer la courbe de la fonction x > arcsin (sin(z)).

Correction : = + arcsin (sin(x)) est impaire par composition et 27-périodique. On I'étudie donc sur
[0; 7] avant de compléter la courbe par symétrie de centre O et par translations de vecteur 2.

Or,Vz € {0; g] arcsin (sin(z)) = .
De plus, Vz € [g ;71'], T—x € [O; g} et arcsin (sin(x)) = arcsin (sin(7 — z)) = 7 — z.

D’ou, la courbe :

T
2
21
| | | | |
| | | D | |
—57 9 —37 -7 T 51

2 & 2 2 2 2 2

T

2

Exercice 40 : Tracer la courbe de la fonction = — arctan (tan(z)) sur R.

Correction : z + arctan (tan(z)) est définie sur 2, . ou elle est impaire par composition et 7-périodique.

tan

. ™ z 2n.q .
On I'étudie donc sur [O; 5[ avant de compléter la courbe par symétrie de centre O et par translations de

vecteur mj.

Sa41e|N241D SUOI}DU0

Yo PO . z . g ™
D'aprés les théoreme sur les limites de composées, on trouve aisément lim arctan (tan(z)) = 5
z—Z
2

Or,Vz e {0; g [ arctan (tan(x)) = x.

D’ou, la courbe :

2

[ 4
|
[
f
Ny 4+
3
o] §
«x%‘

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




Fonctions circulaires

Feuille d’exercices n°7 Fonctions circulaires

Exercice 41 :

1. Exprimer tan(x — y) en fonction de tan(x) et tany.

a—b
2. En déduire que pour tous réels a > 0 et b > 0, arctan(a) — arctan(b) = arctan ( )

1+ ab
2 (k1) —(k—1)
3. Vérifier 1’égalité k2 1+(k—1D(k+1)

4. Déduire des résultats précédents la convergence de la suite (un)n> , définie par

. 2
u,, = E arctan (?) :
k=1

Exercice 42 : Calculer et simplifier les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(z) = arctan(z — 1) + arctan(z) + arctan(z + 1)
2. f(x) = cos? <;arctan(a?)>

Correction :

1. Par composition et somme, f est dérivable sur R (elle y est méme strictement croissante) et on a :

1 1 1
1+(a:—1)2+1+:c2+1+(x+1)2

Ve eR, f(z)=

3462438
(442t (1 +x2)

Remarque : Inutile de factoriser plus avant car seul le signe nous intéressera et on I'a.

2. Par composition, f est dérivable sur R et on a :

1 1 1
Ve eR, f/(z)= 112 sin (5 arctan(x)) cos (5 arctan(m))

1 .
= TS sin (arctan(x))

X

21+ 22)v1 + 22

Exercice 43 : Donner le domaine de définition, I’ensemble des points ou elle est dérivable et calculer
la dérivée de la fonction f définie par :

1—=z
1+

f(z) = 2arctan ( ) + arcsin(z).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Correction : La présence du arcsin impose déja x € [—1;1].

]_ _
La fonction z — x
1+

est définie sur R\ {—1}, dérivable et a valeurs strictement positive si, et seulement
x

size]|-1;1].

On étudiera donc fsur |—1;1[ ou elle est dérivable par composition et on a :

Vl‘e]—l;l[’f'(x>:2( i;z) 1

+
1+1—m V1 — 22

1+=x
2 1+x
- (1—|—$)2\/1—$+ 1
2 V1 — 2
1+ 2
1 1

+
V1i—z2  V1—22

=0

Remarque : On en déduit que f(z) =C, Ce R et f(0) = g donne :

f@) =3

On peut le démontrer directement. Comme z € |—1;1[, 3lu € }—g ; g [ tel que = = cos(u).

11—z ) 1 — cos(u .
2 arctan —— | +arcsin(z) = 2arctan —— | + arcsin (z)
14z 1 + cos(u)

sin
= 2arctan ( ) + arcsin ()

= u + arcsin (x)

= arccos (x) + arcsin (x)
7r

5"

Exercice 44 : Montrer que V2 > 0, arctan(sh (z)) = arccos (

5@)

Correction : On pose f(z) = arctan(sh (z)) et g(x) = arccos ( ! )

ch ()
. . s 1 : A
Par composition f est clairement dérivable sur R. Comme h (@) €]—1;1[ il en est de méme de g et on a:
ch (z
, ch (z —1 —sh (x
RO YCO . (=)
1+ sh™(z)

gl<x> = ) 1 Ch2<33) :
Vo ch2(a)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Feuille d’exercices n°8 Fonctions circulaires

Or, ch?(x) —sh?(x) = 1.
1 sh (x) 1

e et g'(z) = /ch2(z) — 1 x ch(z) ch(z)

Les deux fonctions f et g different donc d'une constante.

Donc, f'(z) =

Comme f(0) = arctan(sh (0)) = arctan(0) = 0 et g(0) = arccos (
f(0) = g(0) puis f = g sur RT.

T (O)) = arccos(1) = 0, on en déduit

Fonctions circulaires

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




	Feuille d'exercices no7: Fonctions circulaires

