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Pour le 4 avril 2025 Devoir en temps libre n𝑜6

Premières rencontres

Exercice 1 (Divergence de la série harmonique) – On note, pour tout entier 𝑛 > 0 :

H𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑘

.

1. Montrer que (H𝑛)𝑛∈ℕ∗ est croissante.

Quels sont alors les comportements asymptotiques possibles pour la suite (H𝑛)𝑛∈ℕ∗ ?

2. Montrer que :
∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, H2𝑛 − H𝑛 ⩾ 1

2
.

3. En déduire, en raisonnant par l’absurde, que lim
𝑛→+∞

H𝑛 = +∞.

Exercice 2 – 𝑛 désigne un entier naturel supérieur ou égal à 1.
1. Inégalité de Chebyshev

(a) Pour 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 et 𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛 réels, établir :

𝑛
∑
𝑖=1

(
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)(𝑏𝑖 − 𝑏𝑗)) = 2𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖 − 2 (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖) (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑏𝑖) .

(b) On suppose dans cette question que 𝑎1 ⩽ 𝑎2 ⩽ ⋯ ⩽ 𝑎𝑛 et 𝑏1 ⩽ 𝑏2 ⩽ ⋯ ⩽ 𝑏𝑛.

Montrer l’inégalité de Chebyshev :

𝑛
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖 ⩾ 1
𝑛

(
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖) (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑏𝑖) .

2. Applications
(a) Prouver que :

𝑛
∑
𝑖=1

𝑖2𝑖 ⩾ (𝑛 + 1)(2𝑛 − 1).

(b) Pour 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 réels, montrer que :

𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 ⩾ (

𝑛
∑
𝑖=1

𝑎𝑖)
2

.

3. Question subsidiaire : Sauriez-vous simplifier l’expression
𝑛

∑
𝑖=1

𝑖2𝑖 ?
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