1
VnelN,H, , —H, = > 0 donc la suite (H,)) _ . est croissante.

n n + 1 neN
D’apres le théoréme de la limite monotone (qu’on reverra), la suite <Hn)nEN* ne peut étre que
convergente vers un réel £ ou divergente vers +oo.
2n—(n+1)+1 n 1 1
Vn e N, Hy, — Z Z = =1 p
kn+1 kn+1n+1 n+1 n+1 &Jf—l/ 2
<
Si (H,), . était convergente, mettons vers un réel £ alors lim H, = lim H,, = ¢ et d’apres le
neN n—+o00 n—+4-00

théoréme sur les limites de sommes, par passage a la limite (les inégalités larges sont conservées) :

1
{—0=02> 3 qui n’est pas possible.

Donc la suite (H n’est pas convergente, elle diverge vers +oo :
n g

neN*
lim H, = 4o0.
n—-+oo
Inégalité de Chebyshev

Pour ay, a4, ,a,, et by, by, b, réels, :
=1 \j=1 i=1 \j=1

= Z (na b, — Zb b; Za] + ajb]>

Jj=1 Jj=1 Jj=1
= Z (na;b;) — Z (az Z bj> — Z (bi Za]> + ( a;b
i=1 7 7j=1 7 J i=1 7j=1

OnabwnZ( (a; —a;)(b; —b))—QnZaibi—2< al) (Zbl>
=1 =1 =1 =1
Dans ce cas,

lorsque i < j, on a (a; —a;) < 0 et (b, — b~) < 0 donc (a; —a;)(b; —b

lorsque i = j, on a (a; — a;)(b; — b;) =

lorsque i > j, on a (a; —a;) > 0 et (bz—bj) > 0 donc (a; —a;)(b; —b;) > 0;
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n n
Finalement, la somme Z ( (a; —a;)(b; — bj)) est positive, comme somme de nombres
i J

=1 =1
positifs.
D’ou, QnZaibi —2 ( ai) (Z bi> > 0 et donc
i=1 i—1 i=1
n 1 n n
Zaibi > — ( aZ) (Z bi> . (Inégalité de Chebyshev.)
=1 =1 =1
Application
On peut utiliser I'inégalité de Chebyshev en posant a, =i et b; = 2¢ qui sont bien des familles
croissantes.
On obtient :

zn:ﬂi = Zn:aibi > S
=1 =1 n

Conclusion, Zi? > (n+1)(2" —1).
=1

On considere a4, aq, -, a,, réels. On remarque qu’ils ne sont pas nécessairement rangés dans
I’ordre croissant.

On les range donc en une famille af < a) <+ < a),, et on applique 'inégalité de Chebychev
en prenant les deux familles égales a cette dernieére :

n n n n
12 _ 2 r_
Or, E a;,” = E a;” et g a; = a;
i=1 i=1 i=1 i=1
2
n n
: 2
Finalement, n E a; > a; | .
i=1 i=1

On va faire appel a une somme télescopique en symétrisant ’expression par rapport a 'indice i :

zn: ((+1)2%1 —i2") = (n+1)2" — 2.

=1
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Mais aussi,
D (4 12+ —i2f) 221 (i41)—1i)
=1
= Z 2" (i + 2)
=1
= a2t + )y 2t
=1 =1
Donc,

n—1
Zzzz— (n+ 1)2n+t — 2—422%
=0
=(n+1)2"t —2—-4(2" —1)
= (n—1)2"t 4+ 2.
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