S, = Z:cos2 (5x) = Z:cos2 ((”2 )”) = Z:cos2 (5 —
k=0 =0 =0
n n
= S (g5) = Yot 8
=0 k=0

On a alors :

Conclusion, S, =

Préliminaires.

Siz >0, |z|] =z donc p(z)=1.Siz <0, || = —2x donc p(z) = —1.

1 six >0
Vr#0, o) =
70, (@) {1 six <O0.
En particulier, p(x) — 1 et p(z) — —1.
720 520
Y
1o
} } } } } } } t €T
HA gy a0 PR
O
—1

Commentaires : Cette fonction donne en fait le signe de x. On trouwve souvent la notation sgn(x).

Soit € R invariant par translation.

(x4 ) = arcsin(sin(2(x + 7))) = arcsin(sin(2x + 27)) = arcsin(sin(2z)) = ().

Donc, 1 est m-périodique.

Il suffit d’étudier f sur [—g ;g
vecteurs ki.

]. On obtiendra toute la courbe sur R par translations de

F. PUCCI
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Comme ) est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0, on peut étudier sa parité.

commentaires: 12€NSE2 A Linvariance du domaine !

Soit € R. Les fonctions sin et arcsin étant impaires, on a :
(—x) = arcsin(sin(—2z)) = arcsin(—sin(2x)) = — arcsin(sin(2z)) = —¢(x).

Donc, ¥ est impaire. 11 suffit de ’étudier sur [0 ; g] Toute la courbe sur {—g ; g} s’obtiendra

par symétrie de centre O puis on complétera sur R avec les translations précédentes.

arcsin(sin ) = 6 si, et seulement si 6 € {—5 ; E}.

Size [O; ﬂ alors 2z € [0 ; g} et on en déduit :
Vo e [0; g] , Y(x) = arcsin(sin(2z)) = 2z.

Si%<x<galorsg<2x<7r,d’oﬁ—7r<—2x<—gi.e.xe [%,g} — w—2r € [O;g]

On en déduit :

Vaoe [g ; g} , ¥(z) = arcsin(sin(2x)) = arcsin(sin(m — 2x)) = 7 — 2.
D’apres la question précédente,

2x six € [0; ﬂ
#[0;

7%]@): 9 . 6[71' 7'['}
T—2x siz ——.
4’2

On commence par tracer la restriction de v a {0: } puis on complete par symétrie puis

N

translations.
Yy
14
} } } } } } x
-3 -2 \-1 0 1 \2
1
Domaine d’étude de f.
2x

On pourrait étudier la fonction = T3 22 mais c’est inutilement long... En effet, Vo € R :

T

0<(14+2)?=14+22+2r = —(1+2%) <22
et,

0<(1—2)=1+22-22 = 22 <1+2%
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Donc, Vz € R, —(1+m2)<23:<1+1‘2 et, avec 0 < 1422 < 1,

2z
VreR, —1<K 1122 <1
x
Commentaires :  On pouvail aussi utiliser 'imparité de x +— Tra? sur [—1; 1] et montrer seulement que
T
2z
——— < 1 sur [0;1] avant de conclure par symétrie.
14 2

2x
D’apres la question précédente, la fonction x — 1722 est définie sur R a valeurs dans [—1; 1]
x

qui est le domaine de définition de arcsin donc D, = R.

Par composée de fonctions impaires sur R symétrique par rapport a lorigine, la fonction f
est clairement impaire. On I’étudiera donc sur R, et on completera la courbe par symétrie de
centre lorigine du repere.

A Uaide de la fonction 1.

Soit t € }—g ; g { alors tan(t) est définie, cos(t) # 0 et on a :

2tan(t)  _sin(t) L, . »
1+ tan?(t) 2 cos(t) cos®(t) = 2sin(t) cos(t) = sin(2t).

Commentaires : Pensez a dire que tan(t) est définie pour ces choixz de t !

T
Comme t € }—5 i [, d’apres ce qui précede,

2 tan(t)

1+tan2(t)> = arcsin(sin(2t)) = ¥(t).

f(tan(t)) = arcsin (
Comme Vx € R, = tan(arctan(z)), alors, en posant ¢ = arctan(z), on obtient :
f(z) = f(tan(arctan(zx))) = ¢(arctan(x)).

s
La fonction arctan est (strictement) croissante sur [0; 1] & valeurs dans [0; ﬂ . La fonction fa

donc la méme monotonie que .

On en déduit le tableau de variation de f ainsi que les valeurs aux bornes par composition :

T 0 1 400

v ™

arctan f/ 2
/ 4

0

il
2

0 0

Remarque : Par composition, et si nécessaire, les monotonies sont strictes.

A laide de sa dérivée.
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Avec 1+ 22 # 0, rien de difficile. Soit z € R, :

2z
14 22

=1 < 2x=1+22

= (z—-1)2=0 < z=1.

L’équation = —1 n’a, quant a elle, pas de solution sur R, car le membre de gauche est

1+ x2
clairement positif.

Quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur R, la fonction
2z
T s est dérivable et a valeurs dans le domaine de dérivabilité de arcsin |—1;1][ si, et
x
seulement si z # 1 d’apres la question précédente.
Donc, f est dérivable sur 2" =[0;1[ U |1; 4o0].

2 ! 2(1 — 22
SOi‘ﬁ:EEZ)’.AV(%C( x ) = ( )

1+ 22 (1+x2>2,0na:
) 2(1 — 2 1
[
(1+22) w 2z 2
()
1+ 22
2(1 — x2 1 2
_ X 9263 T ,1+22>0
(L4222 /(1 +27) = (20)?
2(1—x)(1+x) 1 a2 — b2 =
1+ 22 VO +2z+22)(1—2z+22)
2 1+=x 1—=x

T4 o V= o7
2 1+2 1—2x
- At+z>0size?
1+22 142 |1—2| Tt St

_ 2¢0(1—=)
142

Commentaires : Pensez a justifier que 1 +x > 0.

2
Soit z € D’. Comme 112 >0, f'(z) est du signe de p(1 — x).
T

Or, d’apres 1’étude de ¢, on sait que p(t) est du méme signe que ¢ si t # 0. Par conséquent,
©(1 — ) est du signe de 1 — z s’annulant pour x =1 et on a :

x 0 1 +o00
f'(z) + -
f 2
0 P T 0

f(0) = arcsin(0) = 0.
f(1) = arcsin(1) = g

Enfin, lim 2z = lim 2 1
z—too 1 4 22 z—+oo xr 1 4+ L

z2
puis produits de limites.

= 0 d’apres les théorémes sur les sommes, quotients

Par composition, on en déduit lim f(x) = 0.
T—+00
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L’axe des abscisses est donc asymptote a la courbe en +oc.

Tracé.

1. 3 o1
%>:§etf(\/§>*—§-

SizeD etx<liel—x>0etp(l—x)=1donc, d’apres les théorémes sur les produits
de limites,

Apres calcul, on obtient f/(0) =2, f'(

lim f'(z) = 1.
z—1
<l

De méme, siz > 1, p(1 —x) = —1 et lin% fl(x)=—1.
Tr—
z>1

La fonction f n’est donc pas dérivable en 1 mais sa courbe admet deux demi-tangentes a gauche
et a droite de coefficient directeur respectif 1 et —1.

En orange, les deux demi-tangentes et en violet, les trois tangentes particulieres demandées. On
complete la courbe par symétrie par rapport a l'origine. En particulier, f n’est pas dérivable
non plus en —1.

On peut simplifier selon les intervalles :

2

f/(m):m-

On en déduit que sur U'intervalle [0; 1], il existe k € R tel que f(x) = 2arctan (z) + k.
Or, f(0) =0et f(0) = arctan (0) + k

Donc, k=0 i.e. Vo € [0;1], f(z) = 2arctan (z).

, B 2

On en déduit que sur Uintervalle |1 ; +oo], il existe £ € R tel que f(z) = —2arctanz + £.

Or, lim f(z)=0et El}l (—2arctan (z) + ¢) = —m + /.

r—+00

Donc, f =7met Vo €]1;400], f(x) =m — 2arctan (x).
On peut remarquer que les deux expressions coincident aussi lorsque x = 1 puisque
f(1) = arcsin (1) = g et que, par ailleurs, 2arctan(1) = 7 — 2arctan (1) = g
Par parité, on déduit que :
Siz e [-1;0], f(r) = —f(—x) = —2arctan (—z) = 2arctan (z).
Siz€]—o00;1], f(zr) = —f(—x) = —(m — 2arctan (—x)) = —7 — 2arctan (x).
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Au final,

Vz € R, arcsin (

2x )_
1+22)

—m — 2arctan (z)
2arctan ()

m — 2arctan (x)

si z € ]—o0;—1]
sixze[—1;1]
six € [l;4o00].

y = 2arctan ()
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