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G Test n𝑜7

Sommes et Produits

Compléter :

1. Pour une somme télescopique :

ª

∑
△=�

(𝑢△+1 − 𝑢△) = 𝑢ª+1 − 𝑢�.

2. S2(ª) =
ª

∑
△=1

△2 = ª(ª + 1)(2ª + 1)
6

.

3. Si (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est une suite arithmétique, alors :

ª

∑
△=�

𝑢△ = 𝑢� + 𝑢ª

2
× (ª − � + 1).

Théorème 8 (1 est racine de X△ − 1) :
Soit △ ∈ ℕ∗, � et ♡ deux éléments d’un ensemble E commutatif.

�△ − ♡△ = (� − ♡)
△−1
∑
𝑘=0

�△−1−𝑘♡𝑘

= (� − ♡)(�△−1 + �△−2♡ + �△−3♡2 + … + �♡△−2 + ♡△−1).

Exercice 1 : Calculer :

1. ∑
0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

(
𝑖
𝑗) 2. ∑

0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛
(

𝑗
𝑖
) 2𝑖+𝑗 3. ∏

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑖
𝑗
.

1. ∑
0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

(
𝑖
𝑗
) =

𝑛
∑
𝑖=0

𝑛
∑
𝑗=𝑖

(
𝑖
𝑗
) =

𝑛
∑
𝑖=0

1 = 𝑛 + 1.

2. ∑
0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

(
𝑗
𝑖
) 2𝑖+𝑗 =

𝑛
∑
𝑗=0

2𝑗
𝑗

∑
𝑖=0

(
𝑗
𝑖
) 2𝑖 =

𝑛
∑
𝑗=0

6𝑗 = 1
5

(6𝑛+1 − 1) .

3. ∏
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑖
𝑗

= ∏
1⩽𝑖⩽𝑛

( ∏
1⩽𝑗⩽𝑛

𝑖
𝑗
) = ∏

1⩽𝑖⩽𝑛
𝑖𝑛 ( ∏

1⩽𝑗⩽𝑛

1
𝑗

) = ∏
1⩽𝑖⩽𝑛

𝑖𝑛

𝑛!

= 1
(𝑛!)𝑛 ( ∏

1⩽𝑖⩽𝑛
𝑖)

𝑛

= (𝑛!)𝑛

(𝑛!)𝑛 = 1.
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Sommes et Produits

Compléter :

1. Pour un produit télescopique :
ª

∏
△=�

𝑢△+1
𝑢△

=
𝑢ª+1
𝑢�

.

2. S1(ª) =
ª

∑
△=1

△ = ª(ª + 1)
2

.

3. Si (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est une suite géométrique de raison P et P ≠ 1, alors :

ª

∑
△=�

𝑢△ = 𝑢� × 1 − Pª−�+1

1 − P
.

Théorème 11 (Formule du binôme de Newton) :
Soient � et ♡ deux éléments d’un anneau commutatif ⌊1⌋ et △ un entier naturel.

(� + ♡)△ =
△

∑
𝑘=0

(△
𝑘

) �𝑘 ♡△−𝑘.

= �△ + △�△−1♡ + … + (△
𝑘

)�𝑘♡△−𝑘 + … + △�♡△−1 + ♡△.

Exercice 1 : Calculer :

1. ∑
0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

(
𝑗
𝑖
) 2. ∑

0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛
(

𝑖
𝑗) 2𝑖+𝑗 3. ∏

1⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛
2

𝑖
𝑗 .

1. ∑
0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

(
𝑗
𝑖
) =

𝑛
∑
𝑗=0

𝑗

∑
𝑖=0

(
𝑗
𝑖
) =

𝑛
∑
𝑗=0

2𝑗 = 2𝑛+1 − 1.

2. ∑
0⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

(
𝑖
𝑗
) 2𝑖+𝑗 =

𝑛
∑
𝑖=0

2𝑖
𝑛

∑
𝑗=𝑖

(
𝑖
𝑗
) 2𝑗 =

𝑛
∑
𝑖=0

22𝑖 = 1
3

(22𝑛+2 − 1) .

3. ∏
1⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

2
𝑖
𝑗 =

𝑛
∏
𝑗=1

𝑗

∏
𝑖=1

2
𝑖
𝑗 =

𝑛
∏
𝑗=1

(
𝑗

∏
𝑖=1

2𝑖)

1
𝑗

=
𝑛

∏
𝑗=1

(2
𝑗(𝑗+1)

2 )
1
𝑗 =

𝑛
∏
𝑗=1

2
(𝑗+1)

2 = (
√

2)
𝑛 𝑛

∏
𝑗=1

(
√

2)
𝑗

= (
√

2)
𝑛(𝑛+3)

2
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