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Fonctions circulaires - Nombres complexes

1. Résoudre dans ℝ, l’inéquation cos(2𝑥) ⩾ 1
2

et placer les solutions sur le cercle trigonométrique.

∀ 𝑘 ∈ ℤ, cos (2𝑥) ⩾ 1
2

⟺ −𝜋
3

+ 2𝑘𝜋 ⩽ 2𝑥 ⩽ 𝜋
3

+ 2𝑘𝜋 ⟺ −𝜋
6

+ 𝑘𝜋 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋
6

+ 𝑘𝜋.

O I

− 𝜋
6

𝜋
6

5𝜋
6

7𝜋
6

2. Après avoir donné le domaine de définition, exprimer G = cos(𝑥)
1 + sin(𝑥)

en fonction de 𝑢 = tan (𝑥
2

).

G est défini si, et seulement si 1 + sin(𝑥) ≠ 0 ⟺ 𝑥 ≢ −𝜋
2

[2𝜋].

De même, 𝑢 est défini si, et seulement si 𝑥 ≢ 𝜋 [2𝜋].

On travaillera donc avec 𝑥 ∈ ⋃
𝑘∈ℤ

(]−𝜋
2

+ 2𝑘𝜋 ; 𝜋 + 2𝑘𝜋[ ∪ ]𝜋 + 2𝑘𝜋 ; 3𝜋
2

+ 2𝑘𝜋[).

On a alors G =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

1 + 2𝑡
1 + 𝑡2

= 1 − 𝑡2

(1 + 𝑡)2 = 1 − 𝑡
1 + 𝑡

.

3. Résoudre sur ℝ, l’équation sin2(𝑥) + 2 sin(𝑥) − 3 = 0.

Cette équation est définie sur ℝ, et on a :

sin2(𝑥) + 2 sin(𝑥) − 3 = 0 ⟺ (sin(𝑥) − 1) (sin(𝑥) + 3) = 0
⟺ sin(𝑥) = 1

⟺ 𝑥 ≡ 𝜋
2

[2𝜋] .

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Test n𝑜9 G

4. Donner le domaine de définition puis simplifier l’expression cos(arcsin(𝑥)). En déduire tan(arcsin(𝑥)).

∀ 𝑥 ∈ [−1 ; 1], cos(arcsin(𝑥)) =
√

1 − 𝑥2.

Comme tan(𝑥) = sin(𝑥)
cos(𝑥)

, alors ∀ 𝑥 ∈ ]−1 ; 1[ ⟹ arcsin (𝑥) ∈ ]−𝜋
2

; 𝜋
2

[ ⊂ 𝒟tan et tan(arcsin(𝑥)) = 𝑥√
1 − 𝑥2

.

5. Donner la partie imaginaire de 1
2 + 3 i

.

1
2 + 3 i

= 2 − 3 i
13

donc Im ( 1
2 + 3 i

) = − 3
13

.

6. En posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, déterminer l’ensemble des complexes 𝑧 tels que 𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ ℝ.

Toujours le domaine de définition en premier : 𝑧 ≠ − i .

Ensuite, en posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, on a :

∀ 𝑧 ≠ − i , 𝑧 − 2
𝑧 + i

= 𝑥 − 2 + i 𝑦
𝑥 + (𝑦 + 1) i

= ((𝑥 − 2) + i 𝑦) (𝑥 − (𝑦 + 1) i )
𝑥2 + (𝑦 + 1)2 = 𝑥(𝑥 − 2) + 𝑦(𝑦 + 1) + ((2 − 𝑥)(𝑦 + 1) + 𝑥𝑦) i

𝑥2 + (𝑦 + 1)2 .

D’où,

𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ ℝ ⟺ (2 − 𝑥)(𝑦 + 1) + 𝑥𝑦 = 0

⟺ 2 − 𝑥 + 2𝑦 = 0
⟺ 𝑥 − 2𝑦 − 2 = 0.

En vérifiant que − i = (0 ; −1) vérifie l’équation ci-dessus, l’ensemble cherché est donc la droite d’équation
𝑥 − 2𝑦 − 2 = 0 privé du point (0 ; −1).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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D Test n𝑜9

Fonctions circulaires - Nombres complexes

1. Résoudre dans ℝ, l’inéquation sin(2𝑥) ⩾
√

3
2

et placer les solutions sur le cercle trigonométrique.

∀ 𝑘 ∈ ℤ, sin (2𝑥) ⩾
√

3
2

⟺ 𝜋
3

+ 2𝑘𝜋 ⩽ 2𝑥 ⩽ 2𝜋
3

+ 2𝑘𝜋 ⟺ 𝜋
6

+ 𝑘𝜋 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋
3

+ 𝑘𝜋.

O I

𝜋
6

𝜋
3

5𝜋
6

4𝜋
3

2. Après avoir donné le domaine de définition, exprimer D = sin(𝑥)
1 + cos(𝑥)

en fonction de 𝑢 = tan (𝑥
2

).

G est défini si, et seulement si 1 + cos(𝑥) ≠ 0 ⟺ 𝑥 ≢ 𝜋 [2𝜋].

De même, 𝑢 est défini si, et seulement si 𝑥 ≢ 𝜋 [2𝜋].

On travaillera donc avec 𝑥 ∈ ⋃
𝑘∈ℤ

]−𝜋 + 2𝑘𝜋 ; 𝜋 + 2𝑘𝜋[.

On a alors D =

2𝑡
1 + 𝑡2

1 + 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

= 𝑡.

3. Résoudre sur ℝ, l’équation cos2(𝑥) + 2 cos(𝑥) − 3 = 0.

Cette équation est définie sur ℝ, et on a :

cos2(𝑥) + 2 cos(𝑥) − 3 = 0 ⟺ (cos(𝑥) − 1) (cos(𝑥) + 3) = 0
⟺ cos(𝑥) = 1
⟺ 𝑥 ≡ 0 [2𝜋] .

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Test n𝑜10 D

4. Donner le domaine de définition puis simplifier l’expression sin(arccos(𝑥)). En déduire tan(arccos(𝑥)).

∀ 𝑥 ∈ [−1 ; 1], sin(arccos(𝑥)) =
√

1 − 𝑥2.

Comme tan(𝑥) = sin(𝑥)
cos(𝑥)

, alors ∀ 𝑥 ∈ [−1 ; 0[ ∪ ]0 ; 1] ⟹ arccos (𝑥) ∈ ]0 ; 𝜋
2

[ ∪ ]𝜋
2

; 𝜋] ⊂ 𝒟tan et

tan(arccos(𝑥)) =
√

1 − 𝑥2

𝑥
.

5. Donner la partie réelle de 1
4 − 3 i

.

1
4 − 3 i

= 4 + 3 i
25

donc Re ( 1
4 − 3 i

) = 4
25

.

6. En posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, déterminer l’ensemble des complexes 𝑧 tels que 𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ i ℝ.

Toujours le domaine de définition en premier : 𝑧 ≠ − i .

Ensuite, en posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, on a :

∀ 𝑧 ≠ − i , 𝑧 − 2
𝑧 + i

= 𝑥 − 2 + i 𝑦
𝑥 + (𝑦 + 1) i

= ((𝑥 − 2) + i 𝑦) (𝑥 − (𝑦 + 1) i )
𝑥2 + (𝑦 + 1)2 = 𝑥(𝑥 − 2) + 𝑦(𝑦 + 1) + ((2 − 𝑥)(𝑦 + 1) + 𝑥𝑦) i

𝑥2 + (𝑦 + 1)2 .

D’où,

𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ i ℝ ⟺ 𝑥(𝑥 − 2) + 𝑦(𝑦 + 1) = 0

⟺ 𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 + 𝑦 = 0

⟺ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1
2

)
2

= 5
4

.

En vérifiant que − i = (0 ; −1) vérifie l’équation ci-dessus, l’ensemble cherché est donc le cercle de centre

Ω (1 ; −1
2

) et de rayon
√

5
2

privé du point (0 ; −1).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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