Les Nombres Complexes 1

Feuille d’exercices n°8

Les Nombres Complexes 1

I/ Formes algébrique et exponentielle

Exercice 1 : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

Vérifier vos résultats da la calculatrice.

z; = (2—.i)(i+1) zo=(1—1)(1+1) 2y =
s = (L4 1V

— i — (1_9:\3 -
2= (7i —3)(7 - 3i) %= (1 ) 2 i =

s 2n
zy= i 219 = .
zzz j2ntl 10 2—i—131 214 =
7= (1+1)? -
Exercice 2 : Déterminer I’ensemble des complexes z tels que :

—2 —1

. c - eR 2. c - € iR
224 i z—1i

Exercice 3 : Soit z € C*.

1
1. Montrer de deux facons différentes que — + — est un réel.
z

est un imaginaire pur.

ISTR R ST

1
2. Montrer de deux fagons différentes que — —
z

Exercice 4 : Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme algébrique.
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1. 1+i)z=1—1i 242 =2-5i 13. 322 —22=1
7. , . 3+ z

2. 2iz—1—1i=z+2i z+32 =i-1 It —— =2

2 iz = —92)2 — _
3. 2131 —_9_5; 5. z4+1iz 2 15. (z—2)*=—-4

z 22422 =2+3i 16. 22 —/32+31=0
g 2L o 9. (141i)2+(2—i)z = 1-2i 17. (z—2)% = (3 +i2)2

z— 31 10. (1+1)2+2iz=1—1 18. 22 =3iz
5. (22 4+1-1)(iz+3)=0 11. —2:24+62+5=0 19. 224+ (14+V3)2—v3 =0
6. (z—i)2=(2+1+1i)2 12. —22+2242=0 20. (2242—3)%2+(22—2+1)2 =0
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Exercice 5 : Pour § nombre réel dans [0 ; 7], on considére 1’équation :
2?2 —2cos(0)z +1=0.

1. Déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles ’équation admet une solution réelle.

2. Dans les autres cas, exprimer les solutions complexes en fonction de 6.

Exercice 6 : Soit ’équation dans C :
22— (4+1)22+ (13 +4i)z—13i =0. (VIL1)

1. Montrer que i est solution de I’équation de (VIIL.1).
2. Résoudre alors 'équation (VIL.1).

Exercice 7 :

7, 1. Soient a,b € C.
Q
E<) Montrer que |a —b| = |1 —ab| <= |a| =1 ou |b| = 1.
g‘ Aide : On pourra développer intelligemment (|a\2 — 1)(|b|2 — 1).
o 2. Montrer que pour u,v € C, on a |u + v|? + |u — v|? = 2(|ul? + |[v]?).
@
" Cette relation est appelée égalité du parallélogramme. Pourquoi ?
Qo
=
£
1
o Exercice 8 : Déterminer z pour que z, z — 1 et — aient le méme module.
z
2
(1))
Q
-~ . , 1-—27 1—|2|"
Exercice 9 : Démontrer que, Vz € C\ U, ’ ] SToE
—z — |z

Exercice 10 : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

ikm 20
zlzcos<77r>+isin<77r> 7= et keZ 1+14v3

zy= el™+1 7= 3eldlH) L ez =1
iE 5 o 1+1b N
z = el (B w= gre-ni
iz =\ T
2= e'2 1+iV3 (b €R).
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Exercice 11 : Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :

7, = —2+2i z0= V24 iV6 216 = i(1+1) Zoy = (14iV/3)8
Zp=1+1 z; = iV3+1 217:1_1 _ l+4itangy
23 = —3—3i . 14 i 287 1 tang
3—\/§+- 212 = —91 1+1)° n
o 1 — 566 x ¢'3 i = (1 ) oel-3i3l
2% =3 el 29 = (14 1V3) . 1+v2+4
Z = o . — —
27 = —i 1 el6 2y = 1\;—?:1\/'3 2 1—vV2—i
= — 1 . Am . — 1 s e
=103 gt s 225 = Leos(a) i sin(e)
2= —7 15 RE: 21 V34 Zog = (14cosf—1isin @)™

i6_
Exercice 12 (Fondamental) : Simplifier ooy Pour 0 €l—m;nl.
el
Exercice 13 (*) :
P . 1 T
1. Déterminer le module et 'argument de z = ———— avec a € }—— ;= {
1+ itan(a) 2°2

2. Quel est I’ensemble des points d’affixe z quand a décrit }—g ; T {?
1

3. En déduire une construction simple du point A d’affixe ———.
1+ 1itan (%)

Exercice 14 : Soit f:z + (1 + ix)2.
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Définir les fonctions Re (f),Im (f), f et |f].

Exercice 15 : Déterminer la dérivée n-iéme des fonctions suivantes :

1. f:xF— e”cos(x) 2. g:x+— e Tsin(x) 3. h:x— e sin(V3z)

Exercice 16 : Soit @ € C\ R 7.e. un complexe non réel.
Pour tous a,b,a’,b’” € R, montrer que

at+ba=ad +ba < a=a et b=V
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II/ Trigonométrie

Exercice 17 : Calculer / e™?df pour n € Z puis en déduire / cos™(0)df# pour n € N.

—Tr s

Exercice 18 : En utilisant les formules d’Euler, établir les identités suivantes :

1 20 1 —cos46
1. cos?(0) = —FC% 3. sin*(f) cos?(9) = %
1 — cos 26 0 30
2. sin?(0) = S eos 4. cos3(f) = 3 cos(9) + cos
2 4
Exercice 19 : A Daide des formules de Moivre :
1. Linéariser cos(30) et sin(30). 3. Linéariser cos®(26) sin*(6).

2. En déduire une expression de tan(36).

Exercice 20 :
2
1. Montrer que la fonction f : z — 4 cos®(z) — 3 cos(z) est g—périodique.

2. Trouver une primitive sur R de o — cos® x et x — 2 sin(x).
3. Calculer l'aire, exprimée en unité d’aire, de la surface délimitée par 1’axe des abscisses, la courbe

T
représentant la fonction x — e * cos(3z), et les droites d’équation x = 0 et x = =

Les Nombres Complexes |

Exercice 21 :

1. Linéariser sin®(x). En déduire / sin®(z) dz.
0
2. Proposer une méthode plus efficace pour le calcul de / sin® () da.
0

Aide : Poser u = cos(x)

Exercice 22 : Résoudre dans R puis dans |—7; 7] :

1. cos(2z) + sin(2z) =0 3. V3cos(z) +sin(z) — V2 =10
3 4. V3cos(z) +sin(z) — V2 < 0
2. cos(2x) — 2cos(x) = ) 5. 2sin?(x) + 3sin(z) —2 < 0
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m
Exercice 23 : On se propose dans cet exercice de calculer la valeur exacte de cos (€>

1. Démontrer que pour tout nombre complexe z # 1 :

1—2°

1+z+22+23+24 = .
=2

.2
2. En utilisant la valeur z; = e' 5 dans la formule précédente, démontrer que :

, 1 1
ZO—F? + ZO—F; +1=0.
0 0

1 1)? 1 2
3. Démontrer que (zg aF 2) = (zo aF > — 2 et que (zo IF ) = 2cos (i) .
2 2 Z 5

27
4. En déduire que cos E) est solution d’une équation du second degré que l'on précisera, puis

calculer la valeur exacte cherchée.

9 1

Exercice 24 : Mont T + 57 + o7 -+ i 4
X ] B O © € COS — COS — COS — COS — COS = — =.
et qu 11 11 11 11 11 2

Exercice 25 : Calculer les sommes suivantes :

1. A,(0) = Zn:cos(kt?). 2. B,(0) = zn:sin(kﬂ).
k=0 k=0

Exercice 26 :
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1. Pour z € R, calculer D,,(0) =

" cos(kf) et E_(0) = ik sin(k8).
_0<k> (k0) et E, (6) k_0<k> (k6)

cos (k:g)

x>

3

2. En déduire la valeur de Z (k
k=0

Exercice 27 :

1. Calculer de deux manieres (14 i)" 4+ (1 —1)".

o mnasnne (1) = (3)+ (1) = ()= (3) + (3) -
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