Primitives et calculs d’intégrales Feuille d’exercices n°9

Primélives et calewls dintégrales m

I/ Théoréme fondamental de I'analyse

4 3\
Exercice 1 (Simplissimes) : Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes. On préci-
sera les intervalles de primitivation.
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Exercice 2 (Fonctions trigonométriques) : Calculer des primitives des fonctions suivantes :

1. / :cos?’(x)dx 3 / :sin5(:1:)d:1: 5. / icos4(:v)sin2(x)dx
2. / sint(x) dz 4./ cos? (z) sin®(z) da 6./ ch3(z)dx

Exercice 3 : Montrer que V (z;y) € R?, |sin(z) — sin(y)| < |z — y|.

Exercice 4 : Donner les fonctions dérivées des fonctions suivantes définies sur I.

x
1. f: x|—>/ t2 dt avec I = [0; +ool.
0

2. f:ax— / e?tt4 dt avec I = [-3; +o0].
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2

3.f:x|—>/ et dt avec I = R.
0

2z
4. f: |—>/ In(t) dt avec I =]0; +oo].

Exercice 5 :

x

1. Etudier les variations de la fonction F définie par F(z) = / (t? 4+ 3t —4) dt.
-5
%% sh (t)

2. Etudier la fonction F définie par F(z) = / ” dt.
v
=.
Exercice 6 : Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes. 3_
H
0 1 e <
1 dx 4
1. d 6. — 11. M
/11_3; x |2 /0 tan(z) dz o
2
“In(x) 27 -3 r41 ®
2. d 2 12. o
/1 - 7. A cos®(z)dx /4 (2 + 22)° dx o
" cos(t) o3 2 L g
3. / € sin(t) dt 8. / In(x) dz 13. / uw(u? —1)?du o
0 1 & =
4 1 n
d V3
4. / (z—1)*de 9. / a:2 14. / C _do o
=il h 1tz s Va?—1 —-
2 L 1 -
1 2 dx t
5 / ———da 10. / — 15. / et dt e
1 (2'%. _ 1>2 0 V 1 — .ZQ 1 acg\
*
=
o
w
Exercice 7 : Calculer les intégrales suivantes (p et ¢ entiers naturels donnés)
1. / 2 cos(pz) cos(gx) dz. 2. / 2 cos(px) sin(gx) dz. 3. / 2sin(px) sin(gx) dz.
0 0 0

Exercice 8 : Soit a un réel.
1. Déterminer une primitive de  +—— 2 In(z) sur R%.
1
2. Soit € > 0. Exprimer en fonction de € et o l'intégrale I, = / x®1In(x) dz

g
3. En déduire, suivant la valeur de «, 'existence et la valeur de la limite lir% I..
Ee=
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IT/ Intégration par parties

Exercice 9 : Déterminer les primitives ou les intégrales suivantes a ’aide d’une intégration par parties
en précisant le ou les intervalles considérés le cas échéant :

1. /x tin(t) dt 6. cos(t) exp(t) dt 12. /QC t" In(t) dt, (n € N)

In (14 ¢%)dt

2, / * tsin(t) dt 13. [ sin(n(t))dt
0

earccos( t) dt

/
/
/1: 14.
/
/
/

1 T
3. / tVt+ 1dt / arccos(t) dt
0 9. cos(t)In (1 + cos(t)) dt
T 1
4. / 2 In(t) dt 10 v te dt 15. / arctan(t) dt
1 (t+1)° 0
T x t t x
5. / In?(t) dt 11 <E) In(t) dt 16. / tarctan(t) dt

Exercice 10 : Soit I, :/ t(In(t))™ dt.
1

1. Calculer Ij et I;.
2. A l'aide d’une intégration par parties, exprimer I, ; en fonction de I,,.
3. Calculer 1.
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Exercice 11 : Pour n € N*, on pose I, = / (In(t))™ dt.
1

In—i—l

I
—=—— + o pour n € N*.
(n+1)!  nl

1. A laide d’une intégration par parties, simplifier

n—1
I I
2. Pour n > 2, exprimer E (=1)k (k + Bl ) en fonction de I,,.
e~ k! (k+1)!

3. En déduire une expression de I, pour n € N*.

Exercice 12 (Intégrales de Wallis) : On pose, pour tout entier n € N :

W, = /2 cos™(t) dt.
0

1. Calculer W et W;.
2. Pour n > 2, donner une relation de récurrence entre W, et W _,.

3. En déduire que la suite (anWn,1> est constante.
neN*
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ITI/ Changement de variables

Exercice 13 : Soit f: R — R continue et 1-périodique et F une primitive de f.

périodique.

A quelle condition F est-elle également 1-périodique? Généraliser le résultat pour f qui est T-

Exercice 14 : Soit f: [—1;1] — R continue.

Montrer que /’2' f(cos(t))dt = /’2‘ f(sin(t)) dt.
0 0

Exercice 15 : Calculer les intégrales suivantes (a réel donné)

a
1./
1

a

2
1
2. A (1 + ?> arctan(x) dz.
2

In(x)
2 +1

dz (0 < a).

x sin(x)
1+cos?z

i [
0

2, / V1+|z(l —z)|dz.

Exercice 16 : Déterminer les primitives suivantes sur des intervalles a préciser :

1
T dx 8
T+ 3

T
4. / arctan

1./ z2In |z|dz 5. /wlﬂx_ldx
zVx+1
x x 1
2
a5 T 3
3. / 1172 arctan(x) de’ 7 / wa dl’ (IL‘ = tan(t))

‘/wmdx (==%)
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IV / Fonctions rationnelles

—

dx
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2+z+1

22—z +1
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\f dz

Exercice 17 : Calculer les primitives suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

s. /

dx

* d
15./ WZH
16. / 9902—633—1-1
17 / 422 + 4z +5 —|—4x+5
18. / ;_xz
19/ :1:2—1—33+1

V/ Fonctions trigonométriques

Ve

~N

Exercice 18 : Déterminer les primitives suivantes, en précisant, si nécessaire, les intervalles de validité
des calculs :
xr xr 1 xr
1. 2t) et dt. 12. t .
[ eostare [ == ¢ | &
2. / sin?(t) et dt. 13. /x sin” (%)
. T — Sln( )
B 2etsi )
/ x® elsin(t) dt 1l /
x 2 + sin?(z) + sin?
L / sin®(t) cos® (¢) dt o / cos(z
r cos(x) + sm( )
5. / cost(t)dt
16. / cos (3z)
6. / cos?003(¢) sin(t) dt sin(x —|—sm (3x)”
z TR
7. / cos(t) sin(t)ch (£)sh (£) dt. cos' z + sin’ ¢
. 18, /
8. / ch3(t)dt ch (z +sh ch () + sh ()
. 19. / — sin(x)
9. / cost(t) dt 2 cos(z) + 3tan(x)
T . 9
10. / sh(t)dt 0. / 7T tan( x) dz
R | |
11. G 21. d
/ sin(x) ¢ / sh (z) / 2 + sin(z) + cos(x) *
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Exercice 19 : Calculer les intégrales suivantes :

Fw o [,
b 1+sin(z) , 1+sin(z)

Exercice 20 (Diverses) : Calculer les primitives ou intégrales suivantes.

= = © Jzdr
1. —dz. 7. / et (z) sin 2z dx. 12. —_—
/ 1 n ,71 n xQ avec

Tl +1 @ 0<z<a.
. dz. AP — 72 1
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61’ . e —
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x
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