Primitives et calculs d’intégrales Feuille d’exercices n°9

Primélives et calewls dintégrales m

I/ Théoréme fondamental de I'analyse

Exercice 1 (Simplissimes) : Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes. On préci-
sera les intervalles de primitivation.

xl @7 x
/1—5tdt 10./ nt(t) dt 19./ sin(t) cos(t) dt
|
2./ dt 11./ ———dt 9 / _ sin()
th—tl xtlnt(t) 0. Jeos(D) 72
3./ Ry 12./ _ dt
wl—i—le ) 1It 91, / =
——dt 13./ ——dt
/ T o 22. /951(1 "t
* To2t+1 n
5 / Vidt 14./ - T ¢
. mt +1t+1 93, / cos(t) —smt)dt
6. / tan2(t) dt 15./ t2+t+1dt cos(t) + sin(t)
! co 1 24. / esin*(®) gin(2t) dt.
16.
7. / tan(t) dt / At0
x x t
2 4 25. dt
8 / £(26% + 1)* dt 17./ o / 1+1+t
9./ In®) 4 18./ dt 26. /
t 1+¢2 1+ +t

Exercice 2 (Fonctions trigonométriques) : Calculer des primitives des fonctions suivantes :

1. / " cos? () dz 3 / " sin®(z) dz 5. / " cost () sin? () dz
2. /x sint(x) dz 4. /m cos* (z) sin®(z) dz 6. /m ch3(z)dx

Exercice 3 : Montrer que V (z;y) € R?, |sin(z) — sin(y)| < |z — y].

Exercice 4 : Donner les fonctions dérivées des fonctions suivantes définies sur I.

x
1. f: :El—)/ t2 dt avec I = [0; +ool.
0

2. f: o / e?tt1dt avec I = [—3; +o0l.
-3
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Feuille d’exercices n°9 Primitives et calculs d’intégrales

2

3.f:x|—>/ et dt avec I = R.
0

2z
4. f: |—>/ In(t) dt avec I =]0; +oo].

Correction : D’aprés le théoréeme fondamental de I'analyse, la seule justification a donner est la continuité
de l'intégrande sur l'intervalle considéré. Une fois cela réalisé, le théoreme affirme que la primitive est de
classe €1 sur celui-ci.

C'est le cas des quatre fonctions considérées. On ne le redira pas.

Pour tout z de I on a donc :
/

1. (/ tzdt> = 2. 3. (/ etdt> = 27 e%”.
0 0

/

2. (/_z e2ttd dt)/ =NeZin! 4. (/zx In(t) dt) = 2In(2z)—In(z) = 21n(2)

3

-n ().

Exercice 5 :

x

1. Etudier les variations de la fonction F définie par F(z) = / (12 4+ 3t —4) dt.
-5
27 sh (t)
t

dt.

2. Etudier la fonction F définie par F(z) = /

x

Correction :

sh (t)

2. La fonction f: t +— est définie et continue sur R* donc F sera définie si, et seulement si

Vit e [x;2x], t # 0 ie. si, et seulement si x # 0.

Donc Zp = R*.
Etudions les variations de F :

En notant ¢ une primitive de f sur I'un des deux intervalles R} ou R*, on peut écrire
F(z) = ¢(22) — ¢(x), somme de fonctions dérivables sur R* et on a :

_ 2sh (2z) sh(z)

F'(z) = 2¢"(22) — ¢’ () = 2f (22) — f(2)
sh (2z) — sh (m)

2z x

La fonction sh étant strictement croissante sur R, sh (2x) — sh (z) est du signe de x i.e. V& € Py,
F'(x) > 0.
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T —00 0 400
F'(x) + +
0 400
—00

On peut compléter I'étude par des calculs de limites aux bornes du domaine de définition, que nous
ne détaillerons pas ici car ils utilisent des techniques sur les intégrales dont nous parlerons dans un
futur chapitre, mais qui apparaissent dans le tableau de variations ci-dessus.

On peut méme prolonger F par continuité en posant F(0) = 0 pour en faire une bijection croissante

de R dans R.
@ —00 0 400
F'(x) TF
+o0
F 0
—00

Exercice 6 : Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

0 1 s
1 d 1
L. / dz 6. —f 11. / tan(z) dz
1—z T 0
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“In(x) 2r g8 - L
2. /1 de 7. /0 cos?(z) dw 12. , (2% + 27)2 dz
™ 2 1
3. / eV sin(t) dt 8. / In(x) dz 13. / uw(u? —1)?du
0 1 —2
4 1
d V3
4, / (z—1)2da 9. / g 14, / S
Ll b 1tz s Va2 —1
/ P 10 / P o / Lot g
) —dx . — 15. e t
| (2z—1)2 b V1— a2 1
Exercice 7 : Calculer les intégrales suivantes (p et ¢ entiers naturels donnés)
1. / 2 cos(px) cos(gx) dz. 2. / 2 cos(px) sin(gx) dz. 3. / 2sin(px) sin(gx) dz.
0 0 0

Correction :

1
1. On sait que cos(pz) cos(qx) = §(cos(p + q)x + cos(p—q)x) :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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s 1 . . _ T
Si p # g, / cos(px) cos(qx) da = [Sm(p )z | sinp q>x] —0.
b 2 p+q P—q

- 0
™ 1 ™ 1 ™
Sip=gq+0, / cos(pz) cos(qr) dx = —/ (1 + cos(2px))dz = —/ do = .
0 2 Jo 2 Jo 2

™ ™
Sip=q=0, / cos(pz) cos(qr) dx = / dz = 7.
0 0
La démarche est identique pour les deux autres questions :

2. On trouve / sin(pz) sin(gx) dx = 0 si p # q et g sip=q#0
0

3. / sin(px) cos(qr) dz = 0 pour tout choix de p et q.
0

Exercice 8 : Soit o un réel.

1. Déterminer une primitive de z —— z® In(z) sur R%.
1
2. Soit € > 0. Exprimer en fonction de ¢ et o I'intégrale I, = / z®In(z) dz
5

3. En déduire, suivant la valeur de «, ’existence et la valeur de la limite lir% I..
=

IT/ Intégration par parties

Exercice 9 : Déterminer les primitives ou les intégrales suivantes a ’aide d’une intégration par parties
en précisant le ou les intervalles considérés le cas échéant :

Primitives et calculs d’intégrales

1. /x tIn(t) dt 6. /93 cos(t) exp(t) dt 12. /w t"In(t) dt, (n € N)

. /2 tsin(t) dt v
0

1
3. / tvt+1dt
0

In (14 ¢%)dt 13,

\V)

sin(In(¢)) dt

earcoos(t) dt

; /
9 /xcos(t)ln(1+cos(t))dt /1

/x tef 15. /0 arctan(t) dt

/ /

4. / t2In(t) dt 10. dt
1 (t+1)°
x x t T
5. / In®(t) dt 11. <3> In(t) dt 16. | tarctan(t)dt
€

Correction : Aprés avoir vérifié que les fonctions u et v étaient bien de classe €* sur un intervalle I 3

préciser, on utilise la formule
x xr
x
/ w’ = [uv) —/ u'v.
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2

1
1. Pour tout z € I C R%, les fonctions x — —z? et x > In(x) sont de classe ¢! sur I. Une IPP

/wtln(t) dt = B:UZ ln(a:)]x — ;/wtdt = %xz <ln(a:) — ;) .

2
2. / tsin(t) dt =1 (intégration par parties).
0

s'écrit :

N[

2 2
3. Considérons une intégration par parties avec u: z +—— z et v : z — g(:zc + Ve +1= g(m +1)
de classe ¢! sur [0;1] C ]—1;+o0] :
1

/01 tVt+1dt = ?)t(t+1)\/t+1]0—§ /01(t+1)§dt: [;t(t+1)\/t+1— é(t+1)g]: = % (M2+1).

3
x
4. Avec u: x> In(z) et v: x 3 de classe ¢! sur R*, une IPP s'écrit :

@ ) #7 71 3
In(t) x t*dt = |In(t) x —| — - x —dt
) 3], Lt 3

g

513'3 $t2 .’E3 .’E3 x
=T @)~ [ Zdt=Z @) - |Z
inte) = [ Gt = age) M
3 3 1
:71 —_— — —.
g @) =5 +3

5. On pose u: 2z — (In(z))” et v: 2 — x de classe € sur R* :

xT

/x (In(t))” dt = [tIn*(t)] —2/ In(t) dt

= z1n®(z) — 2z In(z) — 2.
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6. Notons I :/ cos(t) exp(t) dt.

Regardons I'intégration par parties avec u = exp(x) et v" = cos(x).
Alors u’ = exp(z) et v = sin(x).

Donc,

I= /I cos(t) exp(t) dt = [sin(t) exp(t)]” — /x sin(t) exp(t) dt

x
Si I'on note J :/ sin(t) exp(t) dt, alors on a obtenu

I = [sin(t)exp(t)]” —J (VIIL1)

Pour calculer J on refait une deuxieéme intégration par parties avec u = exp(x) et v" = sin(x). Ce
qui donne

J= /x sin(t) exp(t) dt = [ — cos(t) exp(t)]” — /m —cos(t) exp(t) dt = [ — cos(t) exp(t)]” +1

J !

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Nous avons ainsi une deuxiéme équation :

J = [~ cos(t) exp(t)]” +1 (VIIL.2)
Repartons de I'équation (VIII.1) dans laquelle on remplace J par la formule obtenue dans I'équation
(VIII.2).
I = [sin(t)exp(t)]” — J = [sin(t) exp(t)]” — [ — cos(t) exp(t)]” —1
D’ou

21 = [sin(t) exp(t)]” + [cos(t) exp(t)]”.

Ce qui nous permet de calculer notre intégrale :

I= %(Sin(l‘) + cos(x)) exp(z).

Commentaires : [/ existe plusieurs autres méthodes dont celle de passer par les complexes que nous reverrons

ou celle de chercher une primitive sous la forme : x +— (X cos(x) + psin(z)) exp(x). En dérivant et identifiant, on

trouvera)\:uzi.
a3 ) ) $t2+171 )
7. In(1+¢*)dt =2zln(l+2%) — 2 ﬁdt:xln(l—kx ) — 2x + 2arctan(x).

t

8. / earccos(t) dt = xearccos(:r) + / earccos(t) dt
V1—t2

x
—1
— xearccos(w) —V1— x26arccos(x) + / V1 —¢2 earccos(t) dt
V1—t2

Donc, / e2recos(t) dt = % (xearCCOS(w) V1= xzearccos(z))_

el /‘” cos(t) In(1 + cos(t)) dt = sin(z) In(1 + cos(x)) — /I Silﬂ(t)Ln(t>
1 4+ cos(?)

T cos?(t) — 1

dt
cos(t) + 1

= sin(x) In(1 + cos(z)) — /
= sin(x) In(1 + cos(x)) — /1’ (cos(z) —1)dx

= sin(z) In(1 + cos(x)) — sin(z) + =.

1 1 1 ! T tet r
10. < e’ = e’ — e’ = ( ex> et donc / ¢ dt = ¢ .
(x+1)? x+1 (x+1)2 x+1 (t+1)2 x+1

xr t = (
11. / (f) 1n<t)dt:/ IOt (¢ In(t) — t) = e?Inl@)—z — (§> o

e

T anrl 1 T n+1
12. / t" In(t)dt = In(z) ——— [ t"dt=
n+1 n+1 n+1

13. /I sin(In(t)) dt = z sin(In(z)) —/

In(z) — CFEER

cos(In(t)) dt = xsin(Iln(z)) — z cos(In(z)) — /I sin(In(t)) dt

x

Donc , /gtj sin(In(¢)) dt = g(sin(ln(aj)) — cos(In(z))).

x

De méme, /w cos(In(t)) dt = xcos(ln(m))—i—/ sin(In(¢)) dt = z cos(In(z))+x sin(ln(:z:))—/gC cos(In(t)) dt.

Donc, /x cos(In(t)) dt = g(sin(ln(x)) + cos(In(z))).

.
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€T x
t
14. / arccos(t) dt = x arccos(z) + / dt = zarccos(z) — V1 — z2.

V1—t2
! 1 Tt 1 |
= — = — = 2 = — — —
15. /0 arctan(t) dt = {t arctan(t)} . / R dt [t arctan(t) 5 In(1+¢ )]O 5 In(2).

1
16. On considere intelligemment, u : 5(1 + 22) et v : x > arctan(z) de classe ¢! sur R :

/ tarctan(t) dt = 5(1 + x?) arctan(z) — 5/

1 1
§ dt = 5(1 + x?) arctan(z) — 3%

(S
Exercice 10 : Pour n € N, soit I, = / tIn"(¢) dt.
1

1. Calculer Ij et I;.
2. A l'aide d’'une intégration par parties, exprimer I, ; en fonction de I, pour tout n € N.
3. Calculer 1.

Correction :
e
1

1
Les fonctions t §t2 et t — In(t) sont de classe 4! sur [1; €], on peut utiliser une IPP pour I, :

(e —1).

N |

_ [ N RN LU B RSO SPUIE ST SEFTRI S
Il—/ltln(t)dt—[2tln(t)]l 2/1tdt—2e 4(e 1)_4(e +1).
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1
2. Les fonctions ¢ +— §t2 et t > In""(t) sont de classe € sur [1; e], on peut utiliser une IPP

pour I :
VrneN, I, = /letln”“(t)dt = [%ﬁln”*l(t)]f - n-2|-1 [etlnn(t)dt
= %eQ = n—2{— ! L.
3. D’apres la question précédente, I, = %e2 — ;Il — %e2 - % (e +1)= i (e*—1).

Et, IgzéeQ—glzz%e2—g(62—1)=%(62+3).

Commentaires : La relation de récurrence trouvée 3 la question (2) permet de trouver une forme explicite de 1, :

e? & n! n!
A4 N, I = — =AY — (=1 )P =ll50
mEN, = ;0< ) 25 (n — k)! (=1)" 3= To

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 11 : Pour n € N*, on pose I, = / (In(t))™ dt.
1

In+1

(n+1)!

n—1
I 1
2. Pour n > 2, exprimer Z(—l)k (k:k' + ? Bl ) en fonction de I,.
— (k+1)!

3. En déduire une expression de I, pour n € N*.

R I
1. A laide d’une intégration par parties, simplifier ol —"' pour n € N*.
n!

Correction :

1. Pour n € N*, les fonctions z — ¢ et & — In"**(¢)t sont de classe € sur tout intervalle inclus
dans R. Une IPP s'écrit alors :

xr z x 1
I, = / In"* () dt = [tIn"(¢)] L~ (et 1)/ tx 2 In"(t)dt = zIn"™ (z) — (n+ 1)I,,.
1 1

I I zIn"t(2)
Donc, Vn € N¥, —24L om0 o7
onc, Vn € N7, i+ 1) + ol m+ 1)

2. Soitn > 2.

nz:l Ik+1 _ n_l(_1>k1_k + i(_l)kfll_k
— (k+1)! Kl k!

k=1 k=2
) e e
] k= k!
= (-1 + () = (-1
Avec I, = zIn(x) — z + 1, on obtient :
n— 1
k=1 ( kI;:a) ) = —1 ]n(x) +rz—1— (—1)”%-

3. D’aprés la question précédente, pour n > 2,

I, = (—1)"n! (-:c In(z) +z—1— ) (-)F——=*

1 0 o N
= (—=1)"n! <<_1>1xln1—!(x) + (_1)09611:)!(56) 14 Z(_l)kmlnk!(m)> .

— (1 (HZ ka:ln )

Formule encore valide pour n = 1.

Exercice 12 (Intégrales de Wallis) : On pose, pour tout entier n € N :

W, = /2 cos™(t) dt.
0

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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1. Calculer W et W;.
2. Pour n > 2, donner une relation de récurrence entre W, et W _,.

3. En déduire que la suite <anWn,1> est constante.
neN*

Correction :

1. Rapidement, on a :

Woz/ dt="1 et le/ cos(t)dt = {sin(t)}§ =1.
0 2 0

2. Soit n > 2.

m
Les fonctions ¢ + sin(t) et ¢ — cos™"1(t) étant de classe €' sur [0, 5}, par intégration par

parties, on a :

(B
SIE}

+(n+1) / sin?(t) cos™ (t) dt

0

W, o= /2 cos(t) x cos™ L (t)dt = [sin(t) cos"*l(t)}o
0

=0

&

=(n+1) (1 — cos2(t)> cos”(t) dt

s, s,

cos"(t)dt — (n+1) /2 cos™ 2 (t) dt (par linéarité)
0

=(n+1)

S— S—0

= (04 W, — (0 + W,
On en déduit que (n+2)W,, », = (n+ 1)W,, puis que

1
W, .= % W, < (n+2)W, 5= (n+1)W,.

3. Pour n > 1, notons w,, = nW, W, _,.

Uptq1 — Uy = (n + 1>Wn+lwn - anWn—l = Wn ((TL + 1>Wn+1 - an—l) =0.

: . T
La suite (u,,),cy est donc constante dés n = 1, de valeur u; = W, W, = 5

Un peu d’histoire : John Wallis, né le 23 novembre 1616 a Ashford, et mort le 28 octobre 1703 a Oxford,
est un mathématicien anglais.

Ses travaux sont précurseurs de ceux de Newton. Il est également précurseur de la phonétique, de I'éducation
des sourds et de I'orthophonie.

Wallis a fait ses études & Cambridge, & I'Emmanuel College d’abord, puis au Queens’ College. Etudiant
d’abord la théologie, il est ordonné en 1640. Il se réoriente ensuite vers les mathématiques et montre un
grand talent pour la cryptographie durant la guerre civile, en décryptant les messages des royalistes. Il
occupe ensuite la chaire savilienne de géométrie a I'université d’'Oxford, succédant a Peter Turner, renvoyé
car royaliste. Il a été I'un des fondateurs de la Royal Society.

— Ses travaux en mathématiques concernent principalement le calcul différentiel et intégral ou il

2
introduit les intégrales de Wallis d’allure générale / sin”(z) d.
0

.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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— On lui doit également le symbole de I'infini, 0o, que I'on utilise de nos jours, ainsi que I'infinitésimal
1
— dont il s’est servi dans des calculs d’aire.
00

— Il assista I'astronome Jeremiah Horrocks pour ses calculs d'éphémérides, notamment lors du transit
de Vénus de 1639.

— Il résolut le probléme de la volite quarrable (1692), posé par Vincenzo Viviani : trouver une fenétre
dans une voite hémisphérique de sorte que le reste de la voiite soit quarrable, c’est-a-dire dont I'aire
puisse s'écrire c2, oll ¢ est un nombre constructible 3 la régle et au compas.

T o 4n?
5_71:[14712—1

est équivalente au développement en fraction continue généralisée de — trouvé par William Brouncker
T

— La formule du produit de Wallis :

et semble avoir été inspirée par celui-ci.

III/ Changement de variables

Exercice 13 : Soit f: R+ R continue et 1-périodique et F une primitive de f.

A quelle condition F est-elle également 1-périodique? Généraliser le résultat pour f qui est T-
périodique.

Exercice 14 : Soit f: [—1;1] + R continue.

Montrer que /2 f(cos(t))dt = /2 f(sin(t)) dt.
0 0

Primitives et calculs d’intégrales

Correction : Comme ¢ > cos(t) est continue sur R a valeurs dans [—1; 1], la fonction ¢ — f(cos(t))

g ™ OR 2 2
est continue sur R donc [O; 5} et I'intégrale est définie.

T T
Pour tout t € R, sin(t) = cos (5 — t). On pose donc u = 5~ t, changement de variables strictement

2 . 7r 2 A
décroissant de classe €' entre [0; 5] et lui-méme.

/072r f(cos(t))dt e —AO f(cos (g — t)) du = /Og f(sin(u)) du.

D’ou,

Exercice 15 : Calculer les intégrales suivantes (a réel donné)

10

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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“ In(x) !
1-[ x2—|—1d$ (0 < a). 3. /1\/1+\m(1—m)|dm.
a2 1
2. / (1 + 7) arctan(x) dz. / asin(z
1 z 1 —{—COSQ
2 0
Correction :
1 1 1
1. On pose t = — et donc x = — et do = —— dt.
z t 12
On obtient :
1
a Ly (‘) a
1 1 In(t
:/ a(x) dx:—/“ L —dt:—/ ) g g
1 r2+1 1 2 1 t?+1
a @ = T 1 a
t2
Donc, I = 0.
1. dz 9 .
2. On pose u = — i.e. du = —— = u“ dx et on obtient :
x x

1

/2 (1 Tz )arctan( )dz = /25(1 + u?) arctan (i) <_(:L_l2‘)
Sur E, ] arctan (%) = — —arctan( )
(

=[ 14— ) 2 —arctan(u) ) du

2 2
T 1 1
= 5/1 1+ -z du _/l (1 + E) arctan(u) du

3T
D I=
onc, T

3. I:/ \/1-|—|x(1—:v)|d:1::/0\/1—|—az(m—1)dm+/1\/1+m(1—az)dazzll-|—12.
-1 —1 0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Primitives et

calculs d’intégrales

2
1\? 1
Pourl;, 1+z(z—1)=22—2z+1= (m—g) + <2> et on pose T—5 = \g?:sh(t) et donc
o \fch (t) dt.
3 3 —In(v3) 3 —In(v/3)
Il—/ £\/sh2(t)—i—1 :/ ch?(t)dt = — (e + e 2t 4+ 2)dt
In(2—/3) 2 2 4 In(2—/3) 16 In(2—v/3)
_3 (1 21n(v3 2In(2—v/3 1 21n(v3 —2In(2—V3
—1—6<§<e ) RO (R >)+2<_1n<¢§>_1n<2_¢§>))
3 (1/1 1 1
=—|z(z—(2— 32)—7 3——— | —2In(2v3-3
16(2<3 (2-v3) 2( (2—\/§>2> “(ORY8 >)
3/ 4 1 , ,
175( §+§( (2—V3)2+(2+V3) )—21n(2\/§—3)>
1 3V3 3
=_-42¥° 2
-1+ In(2v/3 — 3).
2
1\? 1
Pourl,, 1+z(l1—2)=—2?4+z+1=— (az—§> + (?) et on pose z — o = \ggsin(t) et
donc dz = \ggcos(t) dt.
arcsin \}5 arcsin \%5
Il :/ o 1 — sin?(t) écos(t) dt = 5/ cos?(t) dt
— arcsin + 2 2 4 — arcsin +
VB V5
arcsin % arcsin —
- 2/ (1 + cos(2t)) dt = Z/ " (1+ cos(2t)) dt
7arcsin% 0
1 1 arcsin% 1
= g <2 arcsin <\/5> +2 [2 sin(2t)}0 > avec sin(2t) = sin(t)y/1 — sin?(t),
= arcsin 5 1% =
5 ()L
4arcs1n 5 5
1 1 1
Conclusion:/ V14 |z(l—z)|dz ——7+£—§1 (2\/3—3)+Zarcsin (\/5> +§.
f I:/ﬂ xsm(a;) :/O (W—U)Szln(ﬂ—u) (— du)
y 1l+cos’z | 1+ cos?(m —u)
/” sinu /7T usinu
=1 | ———du— — du
b 1+cos?u b 1+cos?u
™ 7'('2
= —W[arctan(cosu)] —I=—-1L
0 2
2
s
D I=—.
onc, 1
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Exercice 16 : Déterminer les primitives suivantes sur des intervalles a préciser :

1./:p2ln|ac|dm / Ux_ldx
ac—i—l
2./m1n2mdx / _— u=x°
(@ —D ( )

3. / x? arctan(x) dx 7./ mdx (x = tan(t))

/ 8. ——dx Tr = —
4. / arctan x+3 dx x\/m t

Correction :

1 —1
5. La fonction  — — :1:

n'est continue que |—oo; —1[ U ]1;+4o00[. On considére donc x € I ou

z+1
I est un segment d'intersection vide avec [—1;1].
] z—1 14+u? . .
Sur cet intervalle, on pose alors u = = p= qui est bien strictement monotone
z+1 1 —wu?

et de classe ¢! (en z) sur 1.

T 4qu
On remplace dans I'intégrande avec dz = ——— du:

(1 —wu?)

/xl /x—ld /“1—uQ>< " 4u d /“ 4u? d

— 0B = —— XuXxX ———=du= U.
zVz+1 1+ u? (1 —wu?)? (14 u?)(1—u?)

On est ramené a la primitivation d'une fraction rationnelle, ce qui passe par une décomposition en
éléments simples.

On trouve :

v
-
=
<
]
wn
]
#
@)
S
@)
=
wn
Q.
Sl
=+
(D
09
q
o
¢
(7]

4u? 4y au+b c d

Tl —2) [ Dl—dta) 1+@  d—u iiw

Pour les pdles 1 et —1, on trouve rapidement c=1et d = 1.

En multipliant les deux membres par 1 + u?, évaluant en v = i puis identifiant parties réelle et

imaginaire, on trouve aussi a =0 et b = —2.
= 1
D’ d
ou, /‘ Nor1 / 1+u2 u2)

[ S
= U
1—|—u2 1—u 14w

1
=In (1 t Z) — 2arctan(u)

= n(l’—l—\/$2—1> —2arctan< H) .

r+1

On vérifiera que chaque terme est correctement défini sur L.
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Commentaires :

puisqu’on aurait trouvé :

Si jamais la fonction argth avait été au programme, le résultat, plus symétrique, aurait été plus joli

/xl :ltfl / du /“’ 2 n 2 d
=/ _ I
7 x+1 1+u2 l—uz) 14+u2  1—wu?

= 2 (argth (u) — arctan(u))

x—1 r—1
=2 | argth — arctz D .
<drg ( 1‘+1> AT C dn( x+1>>

IV / Fonctions

rationnelles

[72)
2 Exercice 17 : Calculer les primitives suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :
]
by ] a x
on 0 / 2 —z+1 / dz
1. d 8. —d 15. _—
- / x3—x2—x+1 ’ 2ol 3x2+9«“+1
c ¥ arctan(x) /
s 2. 9. ——d 16. _—
© / $$2+1 o VT ! 9x2—6x+1
()] dx VA 17. —
= / xa:—f-l x+2) 10'/ P 127 —|—4w—i—5
O rox+1 x3
— 4. 11. —d 1
o] / x2 — / 2 4ort2 " s / x3—x2
o / 2 + 1 i’ /1‘ T
® z(z+1)2 ) 2rot2™ 19- / x2+x+1 dr
xr xX
0 6. 2z + 1 13 / dx
q>) / z3 — dz ’ x2 42z 42
.: . / - a5 + 1 da 14, / dx
E 22— 51+ 6 312 — 5z — 2
=
Q.
Correction :
LX3-X2-X+1=X2X-1)—-(X-1)=(X2-1)(X—-1) = (X—=1)3(X+1).
X5
Donc, la décomposition den éléments simples de f = X X1 est de la forme
X2 4 bX 2 S

art +X—1+(X—1)2+X+1

Détermination de a, b et ¢ :

La  division  euclidienne de X® par X3 — X2 — X 4+ 1 <écrit

X5 = X2+ X+2)(X3-X2-X+1)+2X2+X—-2. Onadonca =1,b =1 et

c=2.

_ (—=1)° 1. , 15 1 :
e = xgr{ll(.’[,'-l- 1)f(il}) = m = _Z_l PUIS, d2 = ilig(l’— 1>2f(117) = 1 T 1 = 5 Enfln, z=0
1 1 9
fournit 0 = ¢ —d; +d, + e et donc, d; = —2 — 3 + 1= 1 Finalement,
Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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X?® 9 1 1 1 1 1
=X?+X+2-2 _ =
X3 X2 X +1 A i tta o2 AxX U
et donc, I désignant I'un des trois intervalles | — 0o, —1[, | — 1, 1] ou |1, +oc], on a sur I
z° z3 x? 1 1
dz=" 4" 427 ——— — 1] 1.
/x3—:c2—m+1 =gty gy ket

2. On pose u = z? et donc du = 2xdx

/ 1 d_/ v d_1/ du _1/<1 1 Y
z(x2 4+ 1)2 v x2(x? +1)2 YT wfu+1)2 2w u+l  (u+1)2 “

1 1
= 5(1n|u| In |u + 1] —1—?)
1 x2 1
= In .
( x2—|—1+x2+1)

> /x(az—i—l x4+ 2) / /x—i—l :C—i—2)

2(1n]m\+ln]az+2]>—ln]x—i—l]—FC.

d 1
4. /x:21n|x+1|—21n|x—1|.

2 —1
2z +1 dz dzx dzx
s T = dz
/m<x+1>2 ! /x—1+/(x+1)2+/ v
1
=—Injz+1— —— +njz|
r+1
20 + 1 dx a
. dx = — d
/x3—1 o /a:—l /x2+a:+1 o

1 ’ 1’ 1/ 2¢ +1 q +1/ dz
:n$— —_ = e — fB p— .
2) z2+zx+1 2) z2+zx+1

()]

DUICJD?.}U!.'J DlllJICJ 490 DUI\!.’!W!JG

1 1 d
<$+§> +Z
1 1 20+ 1
=hlz—1]—=In(z?+z+1 +arctan<).
o 1] — 5 Ing )+ = -
z+1 dz dz

7. ———dax=-3 4

/x2—5x+6 o /x—2+ /a:—3

=—-3ln|r—2|+4Iln|z—3|+C.
- —x+1

8. dz = | dz — ———dz

/x2—|—:v+1 T / v /ac2+:v+1

2 2¢ + 1
=z—In(z?+z+1 +arctan< )
( ) 7 7
x t xr

9. dezZﬁarctan(:c)2 1'2\/—;1

Dans la derniére intégrale, on pose u = /7 et donc & = u? puis, dz = 2u du.

) x \/* a3 2U2
On obtient 2 1 /u4+1du
Y,
[ 15
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10.

19.

Mais,

2u?

u
ut +1 \f( fu+1 u2+\@u+1)

1 ( u—v2  2u+V2 >+1 1 N 1
22\ —Vau+l W +vV2u+1) 2\ (- L) (L) (w4 L)+ (

Par suite,

T 22 1 u? —2u+1 1
du = In + — (arctan(v/2u — 1) + arctan(v2u + 1)) ,
/ ut +1 2v/2 <u2+\/§u+1 \/é( ( ) ( )

et donc,

¥ arctan(z)

NG T+v2r+1

En posant © = z" et donc du = nxz" 'dz, on obtient

/W /W”_ldwzlfﬂnmdu,

u

puis en posant v = v/u + 1 et donc u = v? — 1 et du = 2vdv, on obtient

u+1

To?—1+1 v
/ ﬁdU—QU‘{‘ln’l—i_

Finalement,

Va4 1 1 1—var+1
/ Ldm: —(2vz"+1+1n S=yatar ).
z % I 5 ™ S L
3
La fonction rationnelle ¢ : z +— T admet une décomposition en éléments simples (qui
(x2 4+ x4+ 1)

n'est pas au programme) de deuxieéme espéce de la forme :

3 b d

VreR, < = ar + cr+ , a,bc,deR.

(x24+z+1)? (224+2+1)2 22+2x+1

Déterminons les coefficients :

dz = 2y/z arctan(z)— ﬁ In (x =l 1) —/9 (arctan(\/ﬁ — 1) + arctan(v/24

+1)).

— (2% + 4+ 1)2%p(x) =jd=aj+b <= l=aj+b = a=0c¢et b=1.
o=]
—xggloomgo( r)=1= l=c
=0
x3 1 z—1
D v R = :
G Ve ES e P 2w 1E & @]
J‘

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




Primitives et calculs d’intégrales Feuille d’exercices n°9

Primitivons chaque terme séparément :

T 41 1% 2t+1 3 [® 1
/t2+t+1dt:§/ t2+Jtr+1dt_§/ 5
(t-l- + 3

1
2
T+ 3
= ZIn(z? + z + 1) — V3arctan ( 32>
2
2¢+ 1
=_-In(z24+z+1 —\/garctan( )
( ) V3

Et,

t+4)+3
1 2

/“c dt :/x dt 16 [° dt
A (( 3)2 9 (1+i@+1?)’

En posant tan(u) = —=(2t + 1) i.e. (1 + tan?(u))du = —=dt,
Vi ( 4= 0
_ 8\/§/ du2 _ 8\/3/ cos? () du 3
9 1 + tan®(u) 9 -
4 “ 4 2 <
= g / 14 cos(2u) du = %u + %§ sin(2u) 8
24 S-Dn-
Or, sin (2arctan(v)) = 2sin (arctan(v)) cos (arctan(v)) = 2 tan (arctan(v)) cos? (arctan(v)) = = a
Q
2 (2t 4 1) o
= 4\/§arctan (2x+ 1) + 2V3 s (2t+1)2 =
9 V3 9 1+55 7)
B arctan 2r +1 1 2x+1 Q.
B V3 3x2+z+1 s
(g
Finalement, 03‘
v t3 1 5V3 20+1\ 1 2z+41 o
Y 4t=_In(? 1) — 2 aret S Ny =
/ T 2n(m +z+1) 9 arcan( 7 >+3x2+x+1 8
v,
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V/ Fonctions trigonométriques

Exercice 18 : Déterminer les primitives suivantes, en précisant, si nécessaire, les intervalles de validité
des calculs :

8

19.
2 cos(z) + 3tan(x)

dx

10. [ sh*(¢)dt. 20.

7+tan x)

11. dx

1. ;wcos@t)etdt. 12. /mtanl(x) et /xthl(@.
2. [ sin?(t)et dt. 5 [7 s (5)
3. /:x%tsin(t)dt. " j :+:11:< o
4. / sin®(t) cos®(t) dt . / ol
5. [ et m/mgj>
6. / zCOSQOO?’(t)sin(t)dt sin(z +sm<3w)
7. / wcos(t)sin(t)ch(t)sh(t)dt. " / cos4m+sm x
8. /mch?’(t)dt 18- / ch (z +sh ch (z) + sh ()
/w / 3 — sin(x)
/ /
/ /

o1 o1
i . 21.
sin(x) ¢ / sh (z) 2 + sin(x) + cos(z)

Correction :
1 / cos(2t) et dt = _ sin(22) +52 cos(2x) o
> /w et sin? (1) dt = _ 2sin(2z) + cos(2z) — 5 o
. T .
3. / z%e”sinzdzr = Im (/ z2e(1t9)z dx).
Or,
x (1+4) T (1+4) (1+1) x
/ g2 etz gp — 72 ° o2 / geltie gy — 428 o2 (xe ’ —/ e+12|dg)
1+ 141 1+ i 1+2 1+12
_ 5\ a(141) (1+4)
— 2 (1 7’)6 ’ +i$6(1+i)z —i © Z'CU
2 1+

1 1
= <—$2(1 — i)(cosz + isinz)+iz(cosx + isinz) — 5(1 + i)(cosz + isinx)) .

2
Par suite,
* w2 1
/ r?e®sinx dr = e” <7<COS$ +sinz) —xsinz — é(cosa: — sina:)) .
s 3 Lo L .1
4. sin®(t) cos®(t) dt = g Sin (x) — 7 in (x) sur R.
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1 1 3
4 = g b
cos*(t)dt = %9 sin(4z) + 1 sin(2zx) + g sur R.

1
2003 (4 _ 2004 R
0s?Y97 () sin(t) dt = 5004 <% (x) sur R.

cos(t) sin(t)ch (¢)sh (¢) dt = % ( sin(2z)ch (2z) — cos(2z)sh (2:5)) .

Q

3 12 4
1
cost(t)dt = 3—2(sin(4t) + 8sin(2t) + 12t).

10. ! —(sh (4t) — 8sh (2t) + 12t).

32

14+t* 2d¢ 1
de = /;th = /tdt =In|t| = ln‘tan (g)’ sur |km; (k+ 1) avec un

changement de variable u = cos(x) ou u = tan (g)

12 /taflfx) :/Zﬁg)) dz = In | sin(z)| et/thlx — Insh ().
13 /Mdmzl/l_“’s’(@dxzilnm—m(:ﬁn.

x — sin(x) 2 ) x—sin(x)
1 1 dx 1

14, —————doz = _ d(t et N |
: 2(z) cos?(x) 2+ 3tan?(z) (tan(z)), et en posant u = tan(z)

/ L / L4 1\/§ ¢ <\/§> CH— \/gt ()
— 5, _adr = ———5 du = -4/ 7 arctan —U) = —= arctan — tan(x o
2 + sin?(x) 2 + 3u? 3V 2 2 V6 2

15. Posons I = / L@dx et J = / Sm—(x),dx.
cos(z) + sin(z) cos(x) + sin(x)

Alors, I+ J = /dm =zetl—J= / —sin(e) + f:os(a;) dz = In|cos(z) + sin(x)|.
cos(x) + sin(z)

sh(t)dt =

11.

/
/
/.
s / ch3() dt = sh (£) + ~sh®(¢) ou —sh (3t) + sh (£).
/
/
/

sin(z)

v
-
=
<
]
wn
]
#
@)
S
@)
=
wn
Q.
Sl
=+
(D
09
q
S
¢
(]

En additionnant ces deux égalités, on obtient :

_fcos@ L () 4 sin(a
I_/Cos(x)—i—sin(x)d 2( + In | cos(z) + sin(z)|).

™
ou bien, en posant u =z — 1

cos(x cos(x cos(u + %) 1 sinu
1= CORUT ) = = (1 - ) o
cos(z) + sin(z) + sin(z \@cos (x—Z V2cosu 2 cosu

(cosa) + sin(a)]

(x_ﬂn,f

N =

1
= §(u+ln|cosu]) =

_ %@; + In | cos(z) + sin()]).
cos(3z) _ 4 cos® z — 3 cos(x) 1 4 cos® z — 3 cos(x) 1 (4003(:1:) _ 3 )
" sin(z) +sin(3z)  4sin(z) —4sin®z  4sin(z)(1 —sin?(z)) 4 \ sin(z)  sin(z) cos(x)

cos(zr) 3 1

" sin(z)  2sin(2z)

J !
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Par suite,

cos(3x)  lulsinte 3 N
/Sin(x)—f-sin(?)x)dxl |sin(z)| — 7 I tan(z)].

1
17. cos* z + sin* z = (cos?(x) + sin?(z))? — 2sin?(z) cos?(z) = 1 — 5 sin?(2z), et donc

1 1 1
cos* x + sin” z 1 — 5 sin”(2x) 2 —sin“u

/ 1 d / 1 dv ( ¢ ; )
= [ ——du= en posant v = tanu
14 cos?u 1—1—1+1v2 1402 P

_ / = \1[2 arctan (&%) - %arctan (tar\lg‘"”)) .

h (2 h (2 =
18. Multiplier et diviser par ch (z) —sh (x), ou passer en e* : r,t (22) _ ch(22) ST
2 4 4 2 4
v 3 — si 1 7
19. / 3 con(@ in?ftzin( )d:c = —gln (2 —sin(z)) + 1—Oln]1 +2sin(z)] + ¢ sur
R\ { ,— [277]} avec un changement de variable u = sin(z).
20/ d ! + 11|t()+7\ + 11\()|
. —_— = — — In |tan —In sur
T+ tan(a:) v 50" 50 MY 50 | ICOSE “
R\ {arctan (=7) + k, g +km, ke Z} avec un changement de variable u = tan(z).
* 1 1+ tan (2
21. / 3+ sm(@) T cos(@) dz = V2 arctan (\/;<2)> sur R\ {km, k € Z} avec un changement

de variable u = tan

Exercice 19 : Calculer les intégrales suivantes :

P 1 ™ .
/2 ————dz et /2 7sm'(m) dz.
b 1+sin(z) , 1+sin(z)

Correction :

SE]

1
1. Notons I = / ——dx.
b 1+sin(z)
Le changement de variable ¢ = tan <§> transforme toute fraction rationnelle de sinus et cosinus en

une fraction rationnelle en ¢ (que I'on sait intégrer!).
x t .
En posant t = tan onar= arctan 5 ainsi que les formules suivantes :

1—1¢2 ) 2t ot 2dt

15 sm(x):1+t2, tan(z) = 1 d$:1+t2'

cos(z) =

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



Primitives et calculs d’intégrales Feuille d’exercices n°9

, \ . . R s A
Ici, on a seulement a remplacer sin(z). Comme x variede x =0 a z = 5 alors t = tan 5 varie de

t=0at=1.
2] o1 24t o2 b2
S0y LN WY O U L N
b 1 -+sin(z) b 1+ s 1+t b 1+t2+2t , (1+1)
—9 11
2]
L=
% .
2. Notonst/ Mdm.
b 1+sin(z)
Alors,
3 1 T g 3 1+ si 3 x
SO L S I T P IV
, 1+sin(z) , 1+sin(z) b 1+sin(z) . 0o 2

onc 9 9

Exercice 20 (Diverses) : Calculer les primitives ou intégrales suivantes.

7 1 2 r \/Ed$
1. / ——duz. 6. / 2] dz. 11. — avec
1+ V1 + 22 | @ In(@)d= Va3 — 23
. . 0<z<a.
5 z+1 Q. 7. / VP — 2 . s L arctan(z) d
Vo1 ) TTgez
T r 62‘” 01
e s [ P
. — o (1+22)
v V3 2
4. / ch (¢) sin(t) dt. o / V(1 —x)? Loee 14, / N o
0<z<l. 0 V 4 — LU2
5/1( ())*d 0. [ g 15 /1 o
. arccos(x 5t S . 45
L 0'/ N T+ T
Correction :
1 2+1 2u(—2
2. On pose u = itl etdoncx:;—:, puisdmzﬁdu.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier

v
-
=
<
]
wn
]
(o
@)
S
@)
=
wn
Q.
Sl
=+
(D
09
*
o
¢
(7]




Primitives et calculs d’intégrales

Feuille d’exercices n°13

Primitives et calculs d’intégrales

Sur |1, 400/, on obtient :

/ a:—l—l 2u
du
w—l ( —1)2
U 1
2u 14+ u
= 21n
—1+ ‘1—u’

\/ 141
=922 —1+1n L
ve+1—1

3. Intégrations par parties : (73 — 322 + 62 — 6)e”.
1
4. Intégrations par parties : §<Sh (t) sin(t) — ch (¢) cos(t)).
1
5. Intégrations par parties (2) : / (arccos(z))® dz = 72 + 4.
L4l
i . >, 8 7
6. Intégrations par parties : z*In(z)de = 3 In2— g
1
2
7. Changement de variable z = asinu : % arcsm Ty ;sz x?+C.
2
8. Changement de variable u = e* : 3 e® + 1(e® — 2).
9. Changement de variable t = T o L _9arctan i
1—2z 11—z 1—2
1
10. Changement de variable ¢ = arcsin(x) : Q(arcsin(m) —zvV1—22)+C.
: S
11. Changement de variable x°> = u* : 3 arcsin 5
a
1 1 2
G 1
12. Primitives :/ Wc& = [f arctanQ(t)] =
| 1+a? 2 o 32
L | T 1
13. Changement de variable ou intégration par parties : ——dr=-+—.
(14 22) g8 4
2 3
14. Changement de variable u = arcsm / \/_7332 ?ﬂ \2[
T+ 2 ! 1 s
15. Changement de variable u = ; de = ——=.
& V3 L 2?44z 47 6v/3
.
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