Nombres complexes II - équations et Géométrie Feuille d’exercices n°10

I/ Equations

Exercice 1 : Calculer les racines carrées des nombres suivants sous forme exponentielle et algébrique
si possible

zp=1 zg = 8—6i zp = T—24i
zg = —21i z5 = 5+ 12i 2g = —15+8i
Exercice 2 :

1+

1. Calculer les racines carrées de

ok
. s LT
En déduire les valeurs de cos (§> et sin <§>

2. En suivant la méme idée, calculer les valeurs de cos (%) et sin (1—7;)

Exercice 3 : Résoudre dans C les équations suivantes :
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1. 224+ 24+1=0. 6. 2 + 1022 + 169 = 0.

2. 22— (14+2))z+1i—-1=0. 7. z4—(5—14i)z2—2(12+5i)—0

4= — i =) 8. 2*—(3+8i)22 —164+12i =0.

4. 22— (3+4i)z—1+5i =0. 9. 22+ (3—6i)22—2(4+3i)=0.

5. (2+1)22—(5—i)z+2—2i =0. 10. 24+ (2i = 1)22—-1—i=0.
Exercice 4 : Résoudre dans C les équations suivantes :

1. e#=1+i. 2. e* +2e7% =2

Exercice 5 :

1. Déterminer toutes les solutions réelles et imaginaires pures de I’équation d’inconnu z € C

2t —4(1 +4)22 +12i22 +8(1 —i)z— 5= 0. (IX.1)

En déduire toutes les solutions complexes.
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2. Avec les mémes idées résoudre dans C I'équation 23 — (3 + 2i)22 + (3 + 11i)z — 2(1 + 7i) = 0.

Exercice 6 : Résoudre dans C les systémes suivants :

9
o z+2 =4+2i 3 utv=2 5 ut+v=1
‘“E’ L'\ sy —oi4i T ww =2 Tl w20 =—142i
. . u+v=3
\8 D, {a+b_1+l 4.{ 1 1 9+3i 6. ‘s w?v+uw? =6
ab=2—1. E ;_ 10 ’ U3—|—1)3=9
II/ Racines de I'unité
Exercice 7 : Trouver les racines cubiques des nombres suivants :
14
5 — 03 2y = 11+ 2i = L 2= 4V2(1+ 1)

V3—i

2im

Exercice 8 : Soit w= e 5 .

1. Calculer 1 + w + w? + w3 + w?.

1 27
2. En déduire une équation du second degré vérifiée par 2 = w + —, puis les valeurs de cos — et
w

o 3).

3. Comment utiliser ce qui précede pour construire un pentagone régulier a la regle et au compas ?
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2im A= AL ot
Exercice 9 : Soit w=-¢ 7 . On pose W tw
B=w?+w®+u

1. Calculer A + B et AB.
2. En déduire A et B.

Exercice 10 : Résoudre dans C les équations suivantes :

2z +1\* 8 1—1
1. =1. 3. 2% = ,
(z—l) \/§—1
16V3 4. 27z = 1)+ (z+1)¢ =0.
2. Z4:1—i 5. 28+ 23(24+1)3+(2+1)5=0
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Exercice 11 : Soit n € N*. On considére ’équation (E) : 2""! = Z d’inconnue z € C.

Si z # 0 est une solution de (E), que vaut |z|? Résoudre alors (E).

Exercice 12 : Résoudre de deux manieres I'équation (z + 1)° — (z — 1)® = 0.

En déduire la valeur de cotan (f)

Exercice 13 : Résoudre I’équation (2 + i)™ = (2 — i)™ dans C pour n € N*.

Exercice 14 :

1. S =7 Caleul f ) Wk

. Soit w = e n . Calculer wr.
k=0 k

2. Soit n € N* et w une racine n-ieme de 1.

Calculer Z kwk—1.
k=1

Exercice 15 : Soit n € N, n > 2.
1. Factoriser dans C le polyndéme P(z) = 2" 1 + ... + 2 + 1.

n—1
2. Démontrer que H (1 — e¥> =n.
k=1
3. En dédui ﬁ(’”) &
. En déduire que sin | — .
q P n gn—1
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ITI/ Géométrie complexe

2
Exercice 16 : Montrer que pour tout ¢ € R, le point d’affixe T appartient au cercle de centre 1

et de rayon 1.

Exercice 17 : Soit (x,y,2) € U3. Montrer que |z +y + 2| = |vy + 2z + yz|.

Exercice 18 : Soit n € N, n > 3.

Calculer la longueur d’un c6té d’un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle unité.
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Exercice 19 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions

suivantes :
1. |2| =3 5. |z—2| = |z —4i] 8. I?»Z*—?I:3
) 2. |z—3[=2 6. 22— i|=1 |2+ 31|
- 3. |z2—2|=4 sl 9. 2z Z=22
B 4. |z+i| <5 7 573 =t
o
‘O

Exercice 20 :

1. Traduire géométriquement la condition

(z—i)(z—1)=9

2. Développer et simplifier autant que possible I'expression (z —i)(z — ).
3. Représenter dans le plan complexe I’ensemble des points dont I'affixe z vérifie

|2|2 — 2Im (2) = 8.

V2

Exercice 21 : Montrer que les points du plan dont l'affixe vérifie |z — 3| = 7|z — 5| forment un

cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 22 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.
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2 7r 1
1. arg(z)zg 4. arg(z—l):§ 7. arg(j_ i) :g [7].
] s
2. arg(Z):g [g] 5 arg(—1-21)=3 8. arg ((z—l—Qi)z)Zg
3
3. arg(22) =0 6. arg(z—3i +1) = g 9. arg (z—3i+1) = arg (=—i

Exercice 23 : Dans chacun des cas suivants, vérifier si le triangle ABC est rectangle en B
3
1. A(3+21), B(0) et C (-1 4 51) :
2. A2—1i),B(1—4i)et C(—2—31i);
3. A(—4),B(—2+3i) et C(4—i).

Dans les cas ou il est rectangle vérifier s’il est isocele.
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Exercice 24 : Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que :
1. les points d’affixes z, 22, 2% forment un triangle rectangle.
2. (%) Les points d’affixes 1, z et 23 sont alignés.
3. (%) les points d’affixes j, z, jz sont alignés.

23T

Exercice 25 : Soient A, B, C trois points du plan complexe d’affixes a, b, ¢. On note j = e’3 .
Démontrer qu’il y a équivalence entre :

1. Le triangle ABC est équilatéral.
. L’équation az? + bz + ¢ = 0 admet pour solution j ou j.

2
3. a2+ b%+ 2 = ab + be + ca.
4

1 1 1
. Bonus : + + =0.
b—c c—a a—0>

Exercice 26 : Soit ABC un triangle du plan affine euclidien. On construit a l'extérieur de ce triangle
les trois triangles équilatéraux de base [AB], [AC] et [BC].

Montrer que les centres de gravité de ces trois triangles forment un triangle équilatéral.

IV / Transformations géométriques

Exercice 27 : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations géométriques
données par I’écriture complexe suivante :
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1. z+— iz 5. 2+ (1 + itana)z — i tana, a € {O;g{.
2.Z|_>l2 62|—>Z+3_1
! 7. z—2z+3
3. z—z+ (24 1) 8 zt— iz+1
4. 2 (14+iV3)z+V3(1— i) 92— (1 —i)z+2F i

T
Exercice 28 : Soit r; la rotation de centre A d’affixe -1 et d’angle 3 et r, la rotation de centre B

i2m/3

2
d’affixe j = e et d’angle ?ﬂ

Montrer que 74 o 7; est une symétrie centrale dont on déterminera l’affixe du centre.

Exercice 29 : On donne A, d’affixe 1+ i, B, d’affixe 1 — i et C, d’affixe 4+ 31 dans le plan complexe.

Déterminer la nature du triangle ABA’ ou A’ est le symétrique de A par rapport au centre de gravité
de ABC.
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Exercice 30 : Dans le plan complexe, on donne A(2), B(1 —1i) et C(1 + i).
1. Quelle est la nature de ABC?

2. T est le cercle de diametre [BC] et r est la rotation de centre A qui envoie B sur C. Si M est un
point de T" et si M’ est son image par r, démontrer que C, M et M’ sont alignés.

e

eéometri

V4
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