Nombres complexes II - équations et Géométrie

Feuille d’exercices n°10

I/ Equations

Exercice 1 : Calculer les racines carrées des nombres suivants sous forme exponentielle et algébrique

si possible

zp=1 zg = 8—6i 2y = T —24i
zg = —21i z5 = 5+ 12i 2g = —15+8i
Correction :
1. Il suffit de factoriser le polyndme Z? —1 = (Z — 1)(Z + 1).
Les racines carrées de 1 sont donc 1 = e?!™ et —1 = ei™.
2. Soit u =a+ ib € C tel que u? = —2i :
92i 2 b2-|-2 i 02—b2 =0 CL2 1
—2i =u? <= LT Pls a2 = 2 = <2 =1
2 = |yl
2ab = —2. ab -1
ab<0
Soit u = se'¥ :
—2i =u? <= 212 =52e?¥ = 2=2 et QQOE—g [27]
= s=V2 et =T [7]
s>0 4
. . 3T
= u; =V2e 1 ou wu;=+2e'1.
LT .3
Donc,cS’:{l—i—i,—1+i}:{\/§eﬂz,\/§elf}.
3. Soit u =a+ ib € C tel que u? =3 +4i :
2 _ 2 2
. . 2 32 . a®—b = 3 a 4
3+4i = u? <:>{3+4; _ ‘au|2 b 2abi @{a%b? =5 <= q¥ =1
N 2ab = 4. ab 9
= uy=2+1 ou wuy;=-2-—1i.

ab>0

4
On cherche d'abord la forme exponentielle de 3 +4i =5 (g + =

1) —5 ei arctan(%)
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Feuille d’exercices n°10 Nombres complexes II - équations et Géométrie

Soit u = se'? :

. 4
3+4i =u? <= 5elaman(§) =5’ < 2=5 et 2¢p=arctan(3z) [27]
_ 1 4
.q:) = s=Vh et = iarctan(g) [7]
. 4 . 4
:‘q—; = :\/gel%arctan(g) ou Uy :\/ge1<%arctan<§)+7r).
5
. . 4 . 4
@) Donc, § = {2 +i,—2— 1} = {\/g eléarctan<§)7\/g el(éarctan(g)-i-ﬂ')}.
4=
) 4. Soitu=a+ ib e C tel que u> =8 —61i :
2]
g 8_6i — a2—0b2+2abi a?—-b* = 8 a®> = 9
- 8—6i =u? < S P a2+ = 10 = {2 =1
S 10 = |uf
= 2ab = —6. ab = —3
(=2 . .
\Q = u;=3—1 ou uy=-—-341i.
ab<0
I
; ) : q 4 3. fiarctan(§>
3] On cherche d'abord la forme exponentielle de 8 —6i = 10 <5 % 1) =10e 4/,
X
S
Q 3 4 —iarctan S i(arctan 4 gL
E Remarque : arctan (1) = g — arctan (5) donc 10 e ’ (4) — 5 it >(3> x 2e'2
: 4
8 _5 el(arctan)(3> ” (_21)
)]
e On pourrait alors se servir des deux résultats précédents.
Q .
E Soit u = se'? :
Q . 3
2 8—6i =u? — 10e1amtan<1) =5’ «— $2=10 et 2¢p=arctan(3) [2n]
1
< s=V10 et = §arctan (2) [n]
i =t i( 5 arctan = ™
= u; = V10 eléaman(‘l) ou uy=v10 el(; ‘ <4>+ )
i ) i| 5 arctan ! s
Donc, §={3—i,-3+i} = {\/10 e‘%amn@,\/lo el(éa ctan(g) + >}.
5 Soitu=ua+ ib € C tel que u?> =5+ 12i :
5+12i = a2 — b+ 2abi 70 =8 @ =9
5+121=u2<:>{ 1; B |au|2 i <:>{a2+b2 = 13 <= < v =4
N 2ab = 12. ab — 6

<~ u; =3+21 ou uy=-3-—21i.
ab>0

, . . 5) 12, iarctan<2>
On cherche d'abord la forme exponentielle de 5+ 121 = 13 3 + El =13e 5/,

J
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Nombres complexes II - équations et Géométrie Feuille d’exercices n°10

Soit u = se'? :

- 12 .
awon ) s?e?? «— s2=13 et 2¢p=arctan (i) [27]

5+12i =u? < 13e 2

=1 t =
35\/3e4p2

— u, = \/ﬁ ei%arctan(%) ol Uy = \/E ei(%arctan(%)-ﬁ-ﬂ')‘

12

il = 212 emeiom| A2
Donc,5:{3+21,—3—2i}:{\/ﬁelzmtan(s),\/1_3e<2 i (5)*)}_
9. Soit u =a+ ib € C tel que u? =9 +40i :

2 2 2 _
. 9 o : a?—b =9 a® = 25
94401 =u? <:>{9+49ﬁ _ |au|2 b7 2abi {a2+62 = 41 < < b = 16
2ab = 40. ab > 0

= u; =5+41 ou wuy,=-5-—4i.
ab>0

, i . 9 40 q iarctan<@>
On cherche d’'abord la forme exponentielle de 9 + 40i = 41 el + )= 41 e 9/,

Soit u = se'¥ :

i arctan ( % ) 2

9+40i =u? < 4le =52e?1¥ = 52 =41 et 2¢Earctan(%) [27]
_1 40
gg s=V41 et = Earctan (%) [

]

— uy = \/ﬁ ei%arctan( ) ol Uy = \/H ei(%arctan(%)+w)'

40

Donc, § = {5+ 4i, =5 —4i} = {\/ﬁ ei%af‘?tan<?), Va1l ei(%amtan(%)”)}_
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Exercice 2 :
1+ 1

oh

En déduire les valeurs de cos (g) et sin (E>

8
2. En suivant la méme idée, calculer les valeurs de cos (%) et sin <1—7r2>

1. Calculer les racines carrées de

Correction :
1. Sous forme algébrique : soit z = x + iy avec z, y € R.

BB 2 2tV2 2+ V2

143 V2 4 2
2ot 2=V ] 2— — V2—2
2

S

Yy = y==£

o[
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Feuille d’exercices n°10 Nombres complexes II - équations et Géométrie

. , 1412
Les racines carrées de —— sont :

V2
v@—%v5 %iv@——v§

2 2

et

(e

.
Sous forme trigonométrique : onaa=e'4.

] N . 7 2 = 2 = . = = =
D’aprés le cours, les racines carrées de a sont v1e's et V16 (847) je 'S et —ei8 = o'5.

Comme eigzcos<g>+isin(g> etcos<g>>0, on en déduit que :
T \/2+\/§
iz \/2+ﬂ+.\/2—\/§<:> CosS g =—5H—
e'8 = i
2 2 T V2—V2
SI — = ———
8 2

A z N ™ g . z
2. De méme, pour accéder a cos|-——| et sin , on cherche les racines carrées de

/3 12 12
s 3 1.
a=e€ 5 —1—21
Sous forme algébrique : soit z=x + iy avec z, y € R.
?+y?=1 x2—2+4\/§ x—:l:z—;\/g
) 3 /o /a
22:\/§+Z¢> $2_y2:£ — 2_2*\/3 — 2—\/§
2 2 ¥y = :iT
- - 1

) , 1
Les racines carrées de sont donc :

¢2+¢§+i¢2—¢§et__< 2+3 . 2—v@>

2 2

s
Sous forme trigonométrique : onaa=e'6.

LT . T . 137
D’aprés le cours, les racines carrées de a sont e'12 et —e'12 = e' 12,

LT T T T
Comme e'12 = cos (—) + 1 sin (—) et cos (—) > 0, on en déduit que :

12 12 12
243
s VI, A () -

e'l2 = i 2
2 13 Ty V2-\3
) T T
Remarque :

V2+v3 Vivey3 JA+V3)? 1443 <7T>_\/§+1
2 22 2/ oA _ [°\12) T e
V2—V3 _ Vi—2/3 Q- V3?2 31 gngg>:vé;l
2 22 22 22 2v2
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Nombres complexes II - équations et Géométrie Feuille d’exercices n°10

Exercice 3 : Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22+2+1=0. 6. 2%+ 1022 + 169 = 0.

2. 22— (14+2)z+i—1=0. 7. z4—(5 141)22 —2(12+5i) =0

3. 22— /32— i =0 8. 2 —(3+8i)22 —16+12i = 0.

4. 22— (3+4i)z—1+5i =0. 9. 22+ (3—6i)22—2(4+3i)=0.

5. (2+1)22—(5—i)z+2—-2i =0. 10. 24+ (2i = 1)22—-1—i=0.
Correction :

—1+iv3 —1—i+/3 =
LA ==3 puisS:{ J;lf; 21\/_}2{,7';]'223'}.
2. A=1puisS={1+1i;i}.
1 3 1
3. A=34+4i=(2+1)2 puis § = {—+1+2 \2_—1—51}.

4. A=(3+4i)>+4(1—-5i)=-3+4i=(1+2i) 2 puisS={2+3i,1+i}.

4 2
5. A= (5—i)2—4(2—20)(241)=—2i = (1— 1) puisé’z{g—gi, - i}.
6. 24 + 102> + 160 =0 <> 72+ 10Z+169=0 en posant Z = 22

< Z=-54+121i ou Z=-5-—-12i
= 22=-5+12i ou 22=-5-—12i
<~ z=2431i ou z=-2—3i ou z=2-—37 ou z=—2+3i.

Donc 8§ = {2+3i, —2—3i,2—-3i, —2+3i}.
7. A= (5—14i)24+8(12+5i) = —75—100i = (5 —10i)? puis

§={3—-2i,-3+2i,1—1i,-1+1i}.

8 8§={2+1,-2-1i,vV2+Vv2i, —vV2-V2i}.
9. §={1+i,-1—i,1+2i,-1-2i}.

10 A =(2i —1)24+4(1+i)=1doi22=—i=e'2ouz2=1—1i=+2e'7 puis

Sz{e_iz, 31 W2~ 42e7i§}.

Ve . _@ . 1 4\/5—12, 1 ﬁ—li
- 2(1 ) 2<1 )’ﬁmJ’ 2 ’2@ 2
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Exercice 4 : Résoudre dans C les équations suivantes :

l.e#=1+4+1. 2. e#+2e % =2

Correction :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




Feuille d’exercices n°10 Nombres complexes II - équations et Géométrie

1. Comme dans le cours :

. 1
=141 < e =12e'1 «— Re(z>:§ln2 et Im(z)=- [27]

n
4
= —112+7T[2']

2_211 1 17 .

2

~

:'5 2. En multipliant les deux membres de I'équation par e* # 0 on est ramené a résoudre |'équation
g 72 —27+2=0.

‘O

Avec A = —4=(2i) et Z=1+1i.

On résout alors les équations €* = 1 4+ i pour trouver I'ensemble solution :

1 m .
5—{51112:&1 [2177]}.

Exercice 5 :

1. Déterminer toutes les solutions réelles et imaginaires pures de I’équation d’inconnu z € C
22 —41+9)23+12i22 +8(1—1i)z2—5=0. (IX.1)

En déduire toutes les solutions complexes.
2. Avec les mémes idées résoudre dans C I'équation 23 — (3 + 2i)2? + (3 + 11i)z — 2(1 + 7i) = 0.

plexes Il - équations et G

Correction :

1. Conformément aux indications de |'énoncé, commencons par chercher, si elles existent, des solutions
réelles et imaginaires pures. Supposant qu’elle existe, soit z € R une telle solution. On a alors :

AMAvnbeng com

zt —4(1+4)23 + 12122 +8(1 — i)z — 5 =0.
Par passage au conjugué et par compatibilité avec les lois de C, = est alors également solution de
["équation

zt —4(1 — )23 — 12122 +8(1 + i)z —5 =0,

soit du systeme

41+ DxP+12i22+8(1—d)x—5 =0
{w Lo -1 6 =0 (—4x2+12x—8)i$:0.

—
ot — 4(1 — i)I3 —12iz2 + 8(1 —+ Z):U — 5 = (0 en retranchant

Comme 2 = 0 n'est clairement pas une solution, cette équation est équivalente 3 22 —3z +2 =0
dont les racines sont facilement z; =1 et x5, = —2.

Réciproquement, on vérifie que seule z; = 1 est racine de (IX.1).

On itére le méme raisonnement pour une racine imaginaire pure. Soit iy avec y € R une telle solution.
On a alors :
yt —4(1 —d)y3 —12iy? +8(1 + i)y — 5 =0.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI




Nombres complexes II - équations et Géométrie Feuille d’exercices n°10

Par passage au conjugué, iy est alors solution du systeme

{y4—4(1—i)y3—121y2+8(1+i)y—5 =0

= y'—4y+8y—5=0.
yh— 41 +8)y3 + 12092 +8(1 — )y —5 =0 enaputant© 0 Y

On remarque (heureusement) que y = 1 est une racine en évidence et on vérifie que zy =1 X i = >
est racine de (IX.1). )

Factorisons : §-
R

22 —4(1 +49)22 +12i22 + 8(1 — i)z — 5 = (2 — 1)(2 — i) (az? + bz + c). ;

Il est déja clair que a = 1 et ¢ = 5i. On identifie pour z = —1, par exemple, pour trouver : ;
—8+24i=—-2(—1—1i)(1—b+5i) < —8+24i=—-8+12{ —2(1 +4)b 3

)

@b:—i_:—?:—?)i. y

141 ¢

D'oll, 2% —4(14 )23 +12i22 +8(1 — i)z — 5 = (2 — 1)(z —)(22 — (3 + 34)z + 50). 2

Il ne reste plus qu'a trouver les racines de 2% — (3 + 3i)z + 5i : -

— A=-2i=(1-9)>

34+3i+1—14 M

— Les deux racines complexes sont donc z; = % = 2 + 1 et 2
3+3i—1+41 )

2= y —1+2i )

On en déduit I'ensemble des racines complexes de (IX.1) : ;
o)

y:{1,¢,2+i,1+2¢}. )

*

2. 23— (34222 + (3+11i)2 —2(1+7i) = 0. (E) 3
|

— On cherche une racine réelle. Soit A € R. ;\
M —B+2)N+B+11)A —-2(1+7)) =0 <= (A =3V +3X—2) +i (=202 +11A—-14) =0 [

M3\ 433—2=0 (1 A

* (1) car A e R. .

—2X24+11A—14=0 (2 5"

7
L'équation (2) admet deux solutions : 2 et 5

On teste I'équation (1) : 2 est également solution de (1).

2 est donc une solution de I'équation (E).

Remarque : On peut étre encore plus malin en remarquant que si A est une solution réelle
de I'équation, alors A sera aussi une solution de I'équation conjuguée. On raisonne alors par
condition nécessaire en cherchant A réel tel que :

22— (342)2°+ (3+114)z—2(1+ 75) =0
22 —(3—20)22 + (3 —11i)z —2(1 —7i) =0

= 222—112+14=0
en soustrayant les deux équations.
Il suffit alors de vérifier que la solution 2 convient et de poursuivre.
— On factorise par (z —2) :
(E) < (2—2)(2* = (1+2i)z+ (14 7i)) =0.
Donc, § ={2,2— i, -1+3i}.

)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier



Feuille d’exercices n°10 Nombres complexes II - équations et Géométrie

Exercice 6 : Résoudre dans C les systeémes suivants :

z+2 =4+42i utv=2 utv=1
1. 3. 5. ) 5 )
zz' =2+41i uv =2 w? +v? = —1+2i
2 2. {a+b_1+l 4. { 1 1 9+3i 6 [ o tu=6
:iq.; ab=2—1. E ;_ 10 U3+U3:9
@)
N
Correction :
1.z et 2/ sont les racines du trinébme 72 — (4 + 2i)Z + 2 + 4i de discriminant

A=(4+2i)2—4(2+4i)=4.

Ontrouvedoncz=2+i+1=3+iet2z' =2+1—-1=1+1i.
2. a et b sont les racines du trindme 22 —(1+1)z+2— i de discriminant A = (14 1)? —4(2 — i)

= 8461 =+(1+3i)2

I+1+1+3i 1+i—1-—3i
Ontrouvedonca:¥:1+21etb:%:_i_
3. w et v sont les racines du trinéme 22 — 2z + 2 de discriminant A = —4 = (2i )

Ontrouvedoncu=1+ietv=u=1—1.

4. Tout d'abord il est clair que I'on cherche des valeurs non nulles pour u et v. Ceci assuré, on a :

utv=3 ut+v=3 utv=3 —
{1 1 943i <:>{u+v_9+3i <:>{ 10 c»{““’_g

uv =3 — 1
uv 10

u v 10

Le raisonnement est ensuite identique :

u et v sont les vracines du trindme 22 — 3z + 3 — i de discriminant
A=9—-4(3—i)=-3+4i=(1+2i)2

Nombres complexes Il - équations et G

Ontrouvedoncu=2+1#0etv=1—1#0.
5. En remarquant que (u+ v)? = u? + v? + 2uv, on a :

ut+v=1 — ut+v=1 — ut+v=1
w2 +v? =—-1+2i (u+v)?— (u?4+0?) =12 — (—1+2i) w=1-—1i

u et v sont les racines du trinéme 22 — z 4+ 1 — i de discriminant

A=1—-4(1—1i)=-3+4i=(1+2i)>%

On trouve doncu =1+ 1i et v = —i.
6. Méme exercice, en remarquant que (u +v)3 = u3 + v3 + 3 (u?v + wv?).

uw+v3=9 (u+v)3 =27
— uY = 2 ol uwy = 2j?2 ol uy = 2j
u+v=3 w+v=3] utv=3j"

u et v sont donc a choisir parmi les racines du trinéme :

{u2v+uv2:6 {uv(u+v):6
—

e 22— 32+ 2 e les racines en évidence 1 et 2.

n J
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354
o 22 —-3j2z+2j? de discriminant A =9j2 —8j2 = j2. Ses racines sont donc ]+ =2j et
3] -3 _
2
2 .9 . . .. . . . -\ 2 . 3J2+,]7 =
e 22—3j?z+42]j dediscriminant A =9j —8j = j = (j)~. Ses racines sont doncT =2j
3j _j -
t = .
e 5 j

II/ Racines de I'unité

Exercice 7 : Trouver les racines cubiques des nombres suivants :

14 i
z, = 2—2i zy = 114 2i 2z = . z,= 4201+ i
1 2 3 31 4 ( )
Correction : |l suffit de trouver une racine cubique du nombre puis de la multiplier par les racines cubiques

. 2m . 2n _
del'unité 1, j = e' 3 et j2 = e '3 pour les avoir toutes.

3 s LT
1.2—2i = (\/5) e 12 dont une racine cubique est V2e 112,
Conclusion, § = {\/ie_iﬁ x1,V2e7112 x j,vV2e 112 x j2}
. LI . 3T
:{\@eﬂﬁ,\@elﬁ,\@eﬂf}.
2

2. 11 +2i = (\/5)3 (\/11175—1—\/12751) = (\/5)3 efiaman(ll) dont une racine cubique est

2
@]
3
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*
]
(7))
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2

ﬁe—i%arctan(ﬁ>

Remarque : Il n'existe pas de méthodes simples pour trouver la racine cubique d'un nombre
complexe sous forme algébrique.

2 2 2

COﬂC'USiOn, S:{\/geizl,’arctan(u)’\/geié(arctan(u)2#)7\/56ié(arctan(n)JrQﬂ-)}'

. T
1+i  V2e't V2 5 : : 1 g
3. Comme - = — = —— e¢' 12 dont une racine cubique est — ¢’ 36, on trouve :
V3—i 20716 2 2%
1 ;57 1 .20 1 _.19¢
5:{—163136,—1(31 36 ,—e ' 36
26 26 26

4. On commence par mettre tout sous forme exponentielle :

3
2 =4/201+1i) < B = <2e1> :
Les solutions sont donc
i i i

S = {Qeﬁ, 2e12 j, 2e12 jQ}

im 3im Tiw
=42el12,2e 4 ,2e 12 ;.

W,
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Nombres complexes II - équations et Géométrie

2im

Exercice 8 : Soit w= e 5 .

1.
2.

Calculer 1 + w + w? + w? + w?.

1 27
En déduire une équation du second degré vérifiée par 2 = w + —, puis les valeurs de cos = et
w

o 3).

. Comment utiliser ce qui préceéde pour construire un pentagone régulier a la regle et au compas ?

Correction :
1— 5 1— 2im
1. Commew#1,onal+w+w?+w?+uwt= i © =0.
1—w 1l—w
2. Comme w # 0, on peut diviser les deux membres de I'équation précédente par w? et obtenir :

1 1 1 1
—+-+l+tw+w’=0 = W+ S +w+—+1=0
w2 w w? w

I |
Or, (w—f——) =w —1——2—{—2.
w w

12 1
<:><w+*) —i—(w—i——)—l:O.
w w
1 ) Vs . 2
(w + —> est donc solution de I'équation du second degré :
w
= 724+7Z-1=0

_ 15 —1-+5

ou 7 =

1 2im _2im 2im 2im 2
De plus, w+—=e 5 +e 5 =e¢€ 5 +<e5):2cos<—>.
w

2T

Enfin, 0 < — <
nfin 3

T
5 entratne cos <—) > 0.

Donc,

cos(27r>—_1+\/g et COS(E>_ COS(%TF)—Fl 1+v5

5) 4 5/ 2 4

_1_|_\/5 1—1—\/5
2

, le nombre d'or, et ¢ = 5

On note traditionnellement ¢ = , I'opposée de la seconde
racine de Z? + 7 — 1 soit :
27 T
2cos | — | = et 2 cos (—) = 1.
( 5 ) 4 5) =Y

Dans la figure ci-dessus, le triangle AFC est rectangle en C (angle inscrit dans un demi-cercle).

27 . . oy '
L'angle en F vaut = (angle inscrit moitié de I'angle au centre).

On a donc, )
FC = 2cos (%) = .

De méme, en considérant le triangle AFB, on obtient

FB = 2cos <g) = 1. )

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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—1+v56 1++5

Il reste donc a construire @ et 1), c'est-a-dire 5 5

Pour construire le nombre v/5 avec la régle et le compas, il suffit de remarquer que c’est la longueur
de la diagonale d'un rectangle dont les c6tés ont pour longueurs 1 et 2 d'apres le théoreme de
Pythagore comme c’est le cas dans le rectangle AFLG. Sa diagonale FG mesure donc v/5.

Le point I est le milieu de la diagonale. Le cercle de centre I, passant par |'origine O, a pour rayon

1 5
ok Le segment FI a pour longueur -
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Par conséquent, on a:

~1 1
_Ti+v5 et FK= +\/3=zp.

FH
2 v 2

D'ol la construction des points B et E, puis C et D en portant au compas les longueurs
FB =FE =FK et FC = FD = FH.

.

2im A— 2, 4
Exercice 9 : Soit w=¢ 7 . On pose w3+w tw p
B=w+uw’ +w

1. Calculer A + B et AB.

2. En déduire A et B.

Correction :

6
1. Comme w € U, facilement A + B = Zwk — 1 ==1
k=0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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De plus, AB = (w+w? + w?) (w® + w® + wb) =wt (1 + w+w?) (1 4+ w? + w?)
=wt(14+w? +wd +w+w+w +wd+w +wb)

= wt <1+w+w2+w3+w4+w5+w6+2w3> =27 =2.

() =0
‘= 2. D’apres la question précédente, A et B sont donc les racines du polynéme
ohd
‘O
—14iv7 —1—iv7
E X24+X4+2= Xfﬂ Xfil\[ ]
o 2 2
‘O

On les départage en remarquant que

Im (A) = sin (2;) + sin (4;) + sin <877r> = sin (277T) + sin <477T> — sin (77T> :

. . T . (2w . (T . (27 T
Comme sin est croissante sur [0;5}, sin (7) > sin (;) et sin (7) — sin <7> > 0. Donc

47
Im (A) > sin <7> > 0 et on choisira pour A la racine ayant une partie imaginaire positive :

_ iV g T VT

A 2 2

Exercice 10 : Résoudre dans C les équations suivantes :

Nombres complexes Il - équations et G

22 +1\* O
1. = 1. 3. 27 = :
(z—l) \/3—1
4. 27(z—=1)° + (2 + 1)¢ = 0.
2. 24:16\/i 6 ,3 3 6 _
1 5. 2°+2°(z+1)°+(2+1)°=0
Correction :

1. On résout cette équation pour z # 1 et notons wj, les 4 racines quatriemes de I'unité.

(22—#1)4_1{:)224-1_ {:>z—wk+1

Wi

z—1 z—1 wp — 2

Avec w;, € {£1, £1i}, on trouve :
1 3 1 3
s=4-20 -2 -4 2l
{ g 5+51}

2. Comme

2e16 | , on a déja trouvé une racine primitive de

—. Il ne reste plus qu’'a
—j = fi
multiplier par les racines quatriéme de I'unité i, —1 et —i différentes de 1 pour avoir toutes les

autres :

16\@_< im\ 4

im

im . im im s im 9im _15iw _9in
5”:{2616,21616,—2e16,—21e16}:{2e16,2e16,Qe 16 , 2e 16}.

Ce sont les sommets d'un carré inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 2.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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3. Comme ——— = — e '12, une racine primitive est wy = —= e 96,

V3—i V2 V2
Il suffit alors de multiplier par les racines huitiemes de I'unité pour avoir toutes les solutions :

3

i ] i iZ : 4 2
S =3wy,wpe 4,wyi,wpe 4 ,—wy, —wpe 4,—wyi,—wye 4
1 LT 1 . 237 1 AT 1 eV
= Ve 19671\67 ' 671\67 19671\67 )
2 2 2 2

1 .97 1 73w ] 497 1 .257r}

e' 96 . —— ¢ 106

162 71\6/§ ’1\6/§e 96’1\(75

4. Remarquons tout d'abord que —1 n’est pas solution de 27(z — 1)® + (2 + 1)® = 0. On peut donc
supposer z # —1.

Dot 27(2— 1)+ (2 + 1) =0 < 27(2 — 1) = —(2 + 1)¢

. 6
— le — (1\/‘5’(2_1)> -1

(z+1)8 z+1
ivV3(z—1
@wewfi
z+1
j —1 ik
@M:e;aveckeﬂo;ﬂ].
241
ik
/3 £
@z:miemavecke[[o;f)]].

ivV3—e3

1+iv3 1—iv3 24+1ivV3 2—1iv3

Donc, S = 2—i\/§,2—|—i\/§, +1\f’ 1\f’ —1—1\f7 iv3 |
2 2 7 7

5. Il est clair que —1 n’est pas solution. On peut donc diviser les deux membres de I'équation par

(1+ 2)8 et obtenir I'équation équivalente :

z \® z \3
1=0.
=) () -

3
) , on trouve d'abord Z = j ou Z = j dont les racines cubiques

2
(@)
3
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3
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¢
(1))
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3
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En posant Z = <

2im 2im

z+1

primitives sont respectivement e 9 et e 9 .

On résout donc les 6 équations :

% Ly Al 2im
= 9 ,ke[0;2 £ _ 7k
1) ¢© [0;2] il e 9 ,kef0;2]
2im .
. 2im
5= ‘]ke i ?ke 9
k 2;“ 8= e 2im
I—j"e 1—j e 9
(k+1)im CB)ir
e v &5
- . k+1)m = — 1
2sin (%) 9 sin ((179k)7r)

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 11 : Soit n € N*. On considére ’équation (E) : 2""! = Z d’inconnue z € C.

Si z # 0 est une solution de (E), que vaut |z|? Résoudre alors (E).

Correction : z = 0 est une solution évidente de (E).
Supposons maintenant z # 0. On a alors :

n+1

M=z = 2" =zl & |2|(]2|"=1)=0 <= z2=0 ou |7 =1.

On en déduit que si z # 0 alors |z| = 1 et z = e'? pour 0 € R.
L'équation (E) se réduit alors 3 ("0 = o710 «— oi(n+2)0 — 1 — n+2 —

En conclusion, § = {0} UU,,

Exercice 12 : Résoudre de deux maniéres I’équation (z +1)° — (2 — 1) = 0.

En déduire la valeur de cotan <g)

Correction : Remarquons tout d'abord que z = 1 n’est pas solution de (z+1)°> — (2 —1)° = 0. On peut
donc supposer z # 1.

z—1

1\° 1
(2415 =(2—1)5=0 < <Z+ ) =1 < ztlew5\{1}

1 . 2km
= Z+1:el5 avec k € [1;4]
Z—
. 2km
| cos (&m
= z= e'%ﬂ—i— = —j (,jr) avec k € [1;4].
el 5 —1 sin (%57)

k
<> z =1 cotan (g) avec k € [1;4].
Développons les deux bindbmes de newton :

(2418 —(2=1)5=0 < 25+522+1022 +1022 +52+1— 25+ 524 — 1023+ 1022 =52+ 1=0
= 1022 +20224+2=0 < 5Z2+10Z+1=0 en posant Z = 22

—5+2v5 —5—2V5
= L= — ou Y R ——
5 5
o —5+2\/‘ o —5—2f

<~

@26{45—2 \’5—2\/‘ \J5+2\/‘ . #ﬁ}

Lycée Jules Garnier F. PUCCI



Nombres complexes II - équations et Géométrie Feuille d’exercices n°10

526

Comme 0 < 5

S

T . .
< — alors cotan <g) > 1. La seule valeur qui convient est donc

5 _J 5

1

Exercice 13 : Résoudre ’équation (z 4 i)” = (z — 1)" dans C pour n € N*.

Correction : En remarquant que i n'est jamais solution de (z + i)™ = (z — i)™ pour n € N*, le
raisonnement est identique a la premiére partie de |'exercice précédent en supposant z # i.

(i)' —(z— )" =0 < (iti) -1 = zti c U\ {1}

z+1i i 2km .
- =¢' n avecke[l;n—1] (pas de solution pour k= 0)
z—1
. 2km
nm 41 cos (i
<:>z:ie.2kﬁ+ = — (ka) avec k € [1;n—1]
el m —1 Sln(?)

<> z=cotan (2Z) aveck € [1;n—1].

n

Exercice 14 :

S 2T Calenler S (™) ot
1. Soit w = e n . Calculer wr.
2. Soit n € N* et w une racine n-ieme de 1.

2
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Calculer Z kwk—1.
k=1

Correction :
n
L3 () = =z osn (7).
=0 n
n
. +1)
2. Siw=1,alors Yk g1 Mt D)
1 W alors W 5

k=1

On considére maintenant que w # 1 et on sait, depuis le chapitre sur les sommes que :

- 1—(n+1)z" +n"*!
k=1 _
Vz#£1, kglkz = e .

D’ou,
i il 1—(n+1Dw" + nw™t!
(1-w)?

k=1

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Or, w" =1 et w"t! = w.

Ainsi, kakﬂ _1- (n+1)+nw _ n(w—1)
k=1

Exercice 15 : Soit n € N, n > 2.
1. Factoriser dans C le polynéme P(z) = 2""1 + . 4 2+ 1.

n—1

2. Démontrer que H (1 — e%) = s
k=1

n on—1 :

n—1
k
3. En déduire que H sin <£> -
k=1

Correction :
1. Ona:
n-l 2ikr n- 2ikr
(z=DP(z)=(z—1)(E" 1+ 42+1)=2"—1= H (z— e n ) = (z2—1) H z—e n ) ,
k=0 k=
Egalité également vraie pour z = 1. En identifiant, on obtient :
=l 2ikr
P(z)zH(z—e n )
k=1
2. 1l suffit d'évaluer P en 1 soit P(1) = n puis
n—l 2ikm
H (1 —e n ) =n.
k=1
3. A partir du résultat précédent, |'éternelle factorisation par I’angle moitié donne
2ikm ikm k
l—e n =-2ien sin(—ﬂ>
n
puis
=L 2ikr nol gy k
(1 —e n ) = 2"~ 1(—4)n ! H e n sin <1>
k=1 k=1 n
n—1 ik n—1 Lo
_ 2n—1 n—1 - _ .
(—1) (Hen)<Hsm<n)>
k=1 k=1
n—1
n—1 M ( k> ITW n(nfl) E A
Or, H e n = e \k=1 —¢ 2 n =e™Y2 =" Onen déduit :
k=1
. 2ikm on1 x ,2)n_1ﬁ . (kﬂ') 2n_17ﬁ . (knr)
—e n = —i sin | — | = sin [ — | .
n n
k=1 k=1
Finalement,
’ﬁl , (/mr) n
sin | — | = .
n 2n—1
k=1 )
Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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ITI/ Géométrie complexe

appartient au cercle de centre 1

2
Exercice 16 : Montrer que pour tout ¢ € R, le point d’affixe T

et de rayon 1.

sont correctement définis pour tout ¢. Il suffit

Correction : Déja, comme t € R, les points d'affixe 7

4+ 1
de calculer :
‘ 2 ’_’1—1t_]1—it!_1
1+it | 1+ itl [T—1¢

_ 2
Donc, Vt € R, les points d'affixe T appartiennent au cercle de centre 1 et de rayon 1.

Exercice 17 : Soit (x,y, 2z) € U3. Montrer que |z +y + 2| = |vy + zz + yz|.

. 1
Correction : Il suffit de se rappeler que |u|® = u@ et que, pour tout u € U, |u| =1 et w = —, (u +# 0).
u
Le reste se fait tout seul :

lzy + 22 + y2|? = (vy + 22 + y2)(zy + 22 + y2) = (zy + 22 + y2)(TY + Tz + YZ)
= lzyl” + |ezl” + lyal” + |yl 22 + |2 2 + |y] 25 + |2 27 + [y 2T + || v
=3+xz4+yz+ Y+ 2y + 22 +yx
=3+ 2Re(zy + zz + yz)

2
@]
3
on
*
]
(7))
(@)
(@]
3
=2
o
X
¢
(1))
|
([N
2
c
Q
g‘
(@]
o
(/)]
¢
H
()]
([N
@]
3
([eD
=+
-
¢

De méme,

lt+y+zP=@+y+2)(z+y+2)
= |2® + ly° + |21> + 2 + 22 + 4T + yZ + 2T + 2§
=3+ 22+ Yz + 2y +2y+ 2T +yT
=3+ 2Re(zy + zz + y2)

Egalité entre deux nombres positifs donc entre leur racine positive :

V(z,y,2) € U, |z +y+ 2| = |zy + 22z + yz|.

Exercice 18 : Soit n € N, n > 3.

Calculer la longueur d’un c6té d’'un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle unité.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 19 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions

suivantes :
1. |2| =3 5. |z—2| = |z —4i] g 132=2 _
2. ]z=3|=2 6. [2z—i| =1 |2+ 31|
3. |z2—2|=4 41 9. 2+2=22
4 |z+i| <5 %\ =

Correction :

ah
\J

T

i

Exercice 20 :

Lycée Jules Garnier
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1. Traduire géométriquement la condition

(z—i)(z—1)=9

2. Développer et simplifier autant que possible I'expression (z —i)(z — 7).
3. Représenter dans le plan complexe I’ensemble des points dont I'affixe z vérifie

|2|2 — 2Im (2) = 8.

Correction :

I (2—i)(z—1) =9 < |z—i|=3.

C'est le cercle de centre (i) et de rayon 3.
2. (z—)z—d) =z —Tz—iz—1=|z’+i(z—2) —1=|2]2—2Im (2) — 1
3. D’aprés les questions précédentes, |2 —2Im (2) =8 <= |2]? —2Im(2) —1=9 < |z—i| =3.

L’ensemble cherché est donc le cercle de centre (1) et de rayon 3.

V2

Exercice 21 : Montrer que les points du plan dont Daffixe vérifie |z — 3| = 7|z — 5| forment un

cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Correction :

18r¢ méthode : on reste dans C : Pas trop le choix de développer :

V2

—_3l=2=
=3 =%

2
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=8| = (=33 =58G9
= 222—6z—62+18=22—52—52+25
= 2Z—zZz—2=T7
= (z—1D(z—-1)—-1=7 (avec un peu de métier)
= |[z—1]=2v2.

L’ensemble cherché est donc le cercle de centre (1) et de rayon 2v/2.
2¢me méthode : on pose z =z + iy :

V2 1
\z—3]=7|2—5| = (z 3)2+y2—§((x—5)2+y2)
L, 2 T
= 5% +2y T—3 0

On retrouve le cercle de centre € (1;0) et de rayon 2v/2.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 22 : Dans le plan complexe, représenter les points M d’affixe z satisfaisant les conditions
suivantes. Sauf mention contraire, on résoudra ces équations modulo 27 et modulo 7.

btrie

eome

V4

Nombres complexes Il - équations et G

s m z—1 s
_ =7 4. —1)=— =2
1. arg(z) = 3 arg (z — 1) 5 W 7. arg(z_i> =3 [7].
2. arg(z):% [g] o arg(z—1—21):§ 8. arg ((z—l—2i)2):g
3
3. arg(2%) =0 6. arg(z—3i+1) = ?ﬂ 9. arg(»—3i+1) = arg(2—1)
Correction : Sauf mention contraire dans I'énoncé, on a représenté, ci-dessous, les ensembles de points

modulo 27 :

i
oz

=]

O]

.

Lycée Jules Garnier
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Exercice 23 : Dans chacun des cas suivants, vérifier si le triangle ABC est rectangle en B

1. A3 +21), B(0) etC(—l—l—;i);
2. A(2— i), B(1—4i) et C(—2—3i);
3. A(—4), B(—2+31) et C(4 — 1).

Dans les cas ou il est rectangle vérifier s’il est isocele.

Correction :
3
Zg — 2B _1+§i 1 s Zg — 2p T
1. = -— = —1i donc (BA;BC) = arg| ———= ] = — et le triangle ABC est
Zp — 2B 3+ 2i 2 Zp — 2B 2
rectangle en B non isocéle.
_ —34+ i S —
0 26T _ + _1 = i donc (BA;BC) = arg FCTEB) T ge triangle ABC est rectangle
ZA — 2B 1+3i ZA — 2B 2
isocéle en B.
_ 6—4i - _
3. 267 % _ 1 = —21i donc (BA;BC) = arg 7B ) _ Tt e triangle ABC est
ZpA — 2p 2431 Zp — 2p 2

rectangle en B non isocéle.

Exercice 24 : Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que :

2 23 forment un triangle rectangle.

1. les points d’affixes z, z
2. (%) Les points d’affixes 1, z et 23 sont alignés.

3. (x) les points d’affixes j, z, jz sont alignés.
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Correction :
1. Les points d’affixes z, 22, 2% sont alignés si, et seulement si z = 0 (un point), z =1 (un point) ou
3,2 3
A . —z .
exclusif — =z€ iRou — =z+1e iR
22—z 22—z
L'ensemble cherché est donc la réunion de |'axe imaginaire, de la droite d'équation z = —1 et du

point d’affixe 1.
2. Les points d'affixes 1, 2, 2 sont alignés si, et seulement si 2 =1 (un point), z = 0 (deux points)

3
z J—
ou T = z2(z4+ 1) € R dans le cas ou z # 1. Les deux premiers cas étant triviaux, on s'occupe
du dernier :
Or,
2(z4+1)ER <= 2(24+1)=2EZ+1) < 22-2°+2—-2z=0
= (z—2)(2+z+1)=0
1
< z€R ou Re(z) =3
L’ensemble cherché est donc la réunion de I'axe réel et de la droite d'équation x = —5
3. Les points d’affixes j, 2z, jz sont alignés si, et seulement si e _‘,] € R. Le cas oll z = j est trivial
)

car alors les deux points seraient confondus et deux points alignés. On suppose dorénavant z # j.
4
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Or,
jz_‘?eR@jZ_j:W@jz_?zi_z_j
z2—] z2—] z2—) Z—=1 z2—=)
. _. .2__ .2 _
<:>jz ‘,]:‘72 ‘], car j = j2.
=] ]
= (Jz—HE-7)—(2—5) (PZ—5) =0
= (j—52)zZ+(-1+ 2)Z+(1—])Z=0 car j3 = 1.
= j1—7)zZ+(G-1D0+)z+(1—-j5z=0
1 1
<= 2z — —1,_‘],2—{——,2:0
J J
1 ] 1 -
O,#——jet—zj.
J

&= Z+jrtjz=
= |z+3|2—1=0
1 V3

<= M appartient au cercle de centre Q(—j) = (—

5 7) et de rayon 1.

Remarque : Si on ne reconnait pas le module de 2+ j, on peut aussi passer par la forme algébrique :

- 1 3
Z+jz+jz=0 <= $2+y2+2Re<<——+£i> (x + 1y)> =0
~————

2 2
2Re(jz)

= 2242 —z—V32=0

o (=4 (-8 -

z—5 y— =1.

1 V3
On retrouve le cercle de centre €2 (5 g) et de rayon 1.
W
Exercice 25 : Soient A, B, C trois points du plan complexe d’affixes a, b, ¢. On note j = 5

Démontrer qu’il y a équivalence entre :

1. Le triangle ABC est équilatéral.
. L’équation az? + bz + ¢ = 0 admet pour solution j ou j.

2
3. a? +b%+ % = ab + be + ca.
4

1 1 1
. Bonus : + + = (),
b—c c¢c—a a—0>

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Correction :

ABC est équilatéral < C=r, ;/3(B) ou C=r, __5(B)

c—a= (=) (b—a) ou c—a=(=j)b—a)
(~1=7*)a+72b+c=0 ou (~1—jla+jb+c=0
ja+352b+c=0 ou j2a+jb+c=0
(j2)2a+j2b+c:o ou j2a+jb+c=0

j ou 352 sont solutions de I'équation az? + bz + ¢ = 0.

L A

Ensuite

j ou j2 sont solutions de I'équation az? +bz+c=0 < ja+j2?b+c=0 ou j2a+jb+c=0
< (ja+j*b+c)(ja+jb+c)=0
= a®+ b2+ + (j+52) (ab+ac+bc) =0
< a? +b%+c? =ab+ac+ be,

puis,

a2+b2+c2=abt+ac+bc <= a?+b2+c2—ab—ac—bc=0
= —a’+ab+ac—bc—b>+bc+ba—ac—c*+ca+cb—ab=0

<= (c—a)la—=b)+(a—b)(b—c)+(b—c)(c—a)=0
(c—a)la—b)+(a—b)(b—c)+(b—c)(c—a)

e b—c)lc—a)(a—b) =0
1 1 1

= + + =0.

b—c c¢c—a a—0b>

91139W09r) 10 suoilenbd - || saxajdwod saiquiop

Exercice 26 : Soit ABC un triangle du plan affine euclidien. On construit a I'extérieur de ce triangle
les trois triangles équilatéraux de base [AB], [AC] et [BC].

Montrer que les centres de gravité de ces trois triangles forment un triangle équilatéral.

Correction : En supposant que ABC est direct, on calcule les affixes des nouveaux sommets en utilisant
I'exercice précédent puis les affixes des centre de gravité (moyenne des trois sommets), puis, soit on
applique I" exercice (25) soit on montre que chaque sommet du nouveau triangle est obtenu par rotation

L . 1 7T LD
d'un sommet par une rotation d'angle 3 de centre le troisiéme sommet.

Soient A’(a’), B'(b") et C'(¢’) les sommets des triangles équilatéraux respectivement opposés a A(a),
B(b) et C(c).

T
— A’ est I'image de B par la rotation de centre C et d'angle T Ce qui s'écrit :

a—c= ei%(b—c).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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w
— De méme pour B’, image de C par la rotation de centre A et d'angle 3 Ce qui s'écrit :

b —a= elg(c—a).

— Et C’, image de A par la rotation de centre B et d'angle g Ce qui s'écrit :

\ c/—b:eig(a—b).
(
. Soient G,/ (ga/), Gp/ (9p/) et G (ger) les centre de gravité respectifs des triangles A’'BC, AB’C et
ABC’. On a:
‘ gA/:%(c—i-e’%(b—c)—l—b—i-c)
. :%<<1+ el§>b+<2—eig)c>
_ :%((1+ elg)b+<1+ e‘ig)c>
gg = % <<1+ e%) c+ <1+ e_i§> a>
. gc/:§(<1+ elg)a+<1+ eﬂ%)b)

On peut alors :

s
1. Vérifier que les longueurs des cotés de G 5, Gp/ G sont égales en posant j = '3

1 s . s s
- GA/GB’ = |QB/—QA/’:*‘<1+ efl3>a— <1+ 613)b+ <e13 = e713>c‘

- 3
' a1 e
ooy =§[(¢5 =) e ) 1 )|

= 21— iDa+ 1= j)b—(1—i?)d
]

1 . . ..
=3l0-)e-(1-j%b+(i-i%d
:GA'GB"

1 s s T T
—GC/GA/:‘QA/—QC/|:§’—<1+B 3)a+<e 3 —e 3>b+(1+e 3>C‘
1
:31—(1—j2)a+(j—j2)b+(1—j)c]
11
=3|5FG-De+r-ne+-md  (*=D)

.z%](l—j)a—(l—f)b—ir(j — i

F. PUCCI
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o N . 1 ™
2. Vérifier que, par exemple, G est I'image de Gp/ par la rotation de centre G, et d'angle 3 :

s (T (T
gar+ e 3 (gp —gar) = (1— e 3>9A’+ e 3gp

Wl

Wl

1
3
=4

3. En utilisant I" exercice (25)
Or,

72 e
3 (QA’J +9p/] +90')

P . . =2 =
, on peut vérifier que gx/ j?+gp/j +9c =00uga/j +9gpj +9c = 0.

((1-e'5) (1+e

(1-|—ei§

)a+ (1— o2
+<1+e‘i§)b)

15 ((1+e5)b+ (14675 c)+ o™

. T .
+<1+e‘3>a+(1+e ‘3)

+ (1+ efi§>a> .

<e_215+ '§)a+( +e_i§)b+(e2i§+e 13—|—e2i3+ei§>c ’
~0 -0 - =0
0.
)
N
B/
N
Gy
C
‘ A/
G(j/ B

a
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IV / Transformations géométriques

Exercice 27 : Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations géométriques
données par I’écriture complexe suivante :

L. 2+ iz 5.z|—>(1+itana)z—itana,a€[O;g[.
! 7. 21— 22+3
3. 2k 2+ (24 1) 8. zr— iz+1
9.

4. z+— (1+iV3)z+V3(1— i) z— (1—i)z+2+i

Correction :
, 1 L , . . , i’
2. On écrit —z = e "2z, et on remarque que |'on a affaire a une rotation d’angle —5
i

3. On a ici I'écriture d'une translation de vecteur (2,1).

4. L'application de la forme z — az + b est une similitude directe. Cherchons son centre qui est le
point invariant, c'est-a-dire le point vérifiant z = (1 + iv/3)z + v3(1 — i).

On trouve z = 1 + 4, le centre de la similitude est donc le point A(1,1).

On a de plus

1 |
1+N§:2<2+i‘f> —2¢'3,

. 2 N . LT
Le rapport de la similitude est donc égal a 2, et I'angle a 7
5. Si a =0, la transformation est simplement I'identité. Sinon, on a affaire a une similitude directe.
Son point invariant est le nombre complexe z solution de I'équation
z=(l+itana)z —itana < z = 1.
Le centre de la similitude est donc le point A(1,0).

De plus, on a
1 )
X (cosa+ isina) = e,
cos o cos o

1+ itana =

e

Ainsi, la similitude est de rapport et d'angle a.

6. Cest la translation de vecteur (3, —1).
7. w=2w+3 < w=—3. C'est I'homothétie de rapport 2 et de centre Q(—3,0).

1
8. w=iw+1l < w:§(1+i).

. 11
Comme i = e' 2, c'est la rotation d'angle g et de centre () (5, 5).
9. w=(1-i1)w+24+i < w=1-2i.

Comme 1 — i =+/2¢'4, C'est la similitude de centre Q(1,—2), de rapport V2 et d’angle —g.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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™
Exercice 28 : Soit r; la rotation de centre A d’affixe -1 et d’angle 3 et 5 la rotation de centre B

. 2
d’affixe j = e!?7/3 et d’angle ?ﬂ

Montrer que 74 o 7; est une symétrie centrale dont on déterminera l’affixe du centre.

Exercice 29 : On donne A, d’affixe 1+ i, B, d’affixe 1 — i et C, d’affixe 4+ 31 dans le plan complexe.

Déterminer la nature du triangle ABA’ ou A’ est le symétrique de A par rapport au centre de gravité
de ABC.

Exercice 30 : Dans le plan complexe, on donne A(2), B(1 — 1) et C(1+ 1).
1. Quelle est la nature de ABC?

2. T est le cercle de diameétre [BC] et r est la rotation de centre A qui envoie B sur C. Si M est un
point de T" et si M’ est son image par r, démontrer que C, M et M’ sont alignés.

2
@]
3
on
q
]
(7))
(@)
(@]
3
=2
o
X
¢
(1))
|
([N
2
c
Q
=,
(@]
o
(/)]
o
=+
()]
([N
@]
3
([eD
=+
-
¢
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