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Nombres complexes et intégration

1. Donner la forme algébrique de ⎛
⎝

√
2 + i

√
2√

3 + i
⎞
⎠

6

⎛
⎝

√
2 + i

√
2√

3 + i
⎞
⎠

6

= ( e i 𝜋
12 )

6
= e i 𝜋

2 = i .

2. Résoudre dans ℂ, l’équation 13𝑧2 − 𝑧
√

3 + 1 = 0.

𝑧12 =
√

3 ± 7 i
26

.

3. En posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, déterminer l’ensemble des points M du plan dont l’affixe vérifie

|𝑧 − 1 + i | = 2.

|𝑧 − 1 + i |2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 donc

|𝑧 − 1 + i | = 2 ⟺ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 = 4.

C’est le cercle de centre Ω (1 ; −1) et de rayon 2.

4. En posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, déterminer l’ensemble des complexes 𝑧 tels que 𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ ℝ.

Toujours le domaine de définition en premier : 𝑧 ≠ − i .

Ensuite, en posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, on a :

∀ 𝑧 ≠ − i , 𝑧 − 2
𝑧 + i

= 𝑥 − 2 + i 𝑦
𝑥 + (𝑦 + 1) i

= ((𝑥 − 2) + i 𝑦) (𝑥 − (𝑦 + 1) i )
𝑥2 + (𝑦 + 1)2

= 𝑥(𝑥 − 2) + 𝑦(𝑦 + 1) + ((2 − 𝑥)(𝑦 + 1) + 𝑥𝑦) i
𝑥2 + (𝑦 + 1)2 .

D’où,

𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ ℝ ⟺ (2 − 𝑥)(𝑦 + 1) + 𝑥𝑦 = 0

⟺ 2 − 𝑥 + 2𝑦 = 0
⟺ 𝑥 − 2𝑦 − 2 = 0.

En vérifiant que − i = (0 ; −1) vérifie l’équation ci-dessus, l’ensemble cherché est donc la droite d’équation
𝑥 − 2𝑦 − 2 = 0 privé du point (0 ; −1).

5. Donner la forme exponentielle du nombre 𝑧 = 2 +
√

3 + i .

𝑧 = 2 +
√

3 + i = 2 (1 + e i 𝜋
6 ) = 4 cos ( 𝜋

12
)

⏟⏟⏟⏟⏟
⩾0

e i 𝜋
12 .
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6. Résoudre e𝑧 =
√

6 + i
√

2.

𝑧 = 3
2

ln(2) + i 𝜋
6

[2 i 𝜋] .

7. Donner le domaine de primitivabilité une primitive F de 𝑓 ∶ 𝑡 ⟼ −1 + i√
1 − 𝑡2

earccos(𝑡)+ i arcsin(𝑡).

D’après les théorèmes sur les composées et produits de fonctions continues, 𝑓 est continue sur ]−1 ; 1[ et on a :

∀ 𝑡 ∈ I ⊂ ]−1 ; 1[ , F(𝑡) = earccos(𝑡)+ i arcsin(𝑡).

8. Calculer ∫
𝜋
4

0

1
1 + i 𝑡

d𝑡.

∫
𝜋
4

0

1
1 + i 𝑡

d𝑡 = ∫
𝜋
4

0

1 − i 𝑡
𝑡2 + 1

d𝑡 [arctan(𝑡) − 1
2

ln(𝑡2 + 1) i ]
𝜋
4

0
= 1 − 1

2
ln (1 + 𝜋2

16
) i .

9. À l’aide d’une IPP, calculer ∫
1

0
𝑡 ln(𝑡) d𝑡.

Les fonctions 𝑡 ⟼ 1
2

𝑡2 et 𝑡 ⟼ ln(𝑡) sont de classe C 1 sur [0 ; 1] et ]0 ; 1]. Une IPP s’écrit alors :

∫
1

0
𝑡 ln(𝑡) d𝑡 = [1

2
𝑡2 ln(𝑡)]

1

0⏟⏟⏟⏟⏟
=0

− ∫
1

0

1
2

𝑡2 × 1
𝑡

d𝑡

= −1
2

∫
1

0
𝑡 d𝑡 = −1

2
[1

2
𝑡2]

1

0

= −1
4

.
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1. Donner la forme algébrique de ⎛
⎝

1 + i
√

3√
2 + i

√
2

⎞
⎠

12

⎛
⎝

√
2 + i

√
2√

3 + i
⎞
⎠

12

= ( e i 𝜋
12 )

12
= e i 𝜋 = −1.

2. Résoudre dans ℂ, l’équation 11𝑧2 − 𝑧
√

8 + 1 = 0.

𝑧12 =
√

2 ± 3 i
11

.

3. En posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, déterminer l’ensemble des points M du plan dont l’affixe vérifie

|𝑧 − 1 + i | = |𝑧 + 2| .

|𝑧 − 1 + i |2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 et |𝑧 + 2|2 = (𝑥 + 2)2 + 𝑦2 donc

|𝑧 − 1 + i | = |𝑧 + 2| ⟺ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 = (𝑥 + 2)2 + 𝑦2

⟺ −2𝑥 + 2𝑦 + 2 = 2𝑥 + 4
⟺ 2𝑥 − 𝑦 + 1 = 0.

C’est la droite d’équation 2𝑥 − 𝑦 + 1 = 0.

4. En posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, déterminer l’ensemble des complexes 𝑧 tels que 𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ i ℝ.

Toujours le domaine de définition en premier : 𝑧 ≠ − i .

Ensuite, en posant 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, on a :

∀ 𝑧 ≠ − i , 𝑧 − 2
𝑧 + i

= 𝑥 − 2 + i 𝑦
𝑥 + (𝑦 + 1) i

= ((𝑥 − 2) + i 𝑦) (𝑥 − (𝑦 + 1) i )
𝑥2 + (𝑦 + 1)2

= 𝑥(𝑥 − 2) + 𝑦(𝑦 + 1) + ((2 − 𝑥)(𝑦 + 1) + 𝑥𝑦) i
𝑥2 + (𝑦 + 1)2 .

D’où,

𝑧 − 2
𝑧 + i

∈ i ℝ ⟺ 𝑥(𝑥 − 2) + 𝑦(𝑦 + 1) = 0

⟺ 𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 + 𝑦 = 0

⟺ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1
2

)
2

= 5
4

.

En vérifiant que − i = (0 ; −1) vérifie l’équation ci-dessus, l’ensemble cherché est donc le cercle de centre

Ω (1 ; −1
2

) et de rayon
√

5
2

privé du point (0 ; −1).
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5. Donner la forme exponentielle du nombre 𝑧 = 2 +
√

2 + i
√

2.

𝑧 = 2 +
√

2 + i
√

2 = 2 (1 + e i 𝜋
4 ) = 4 cos (𝜋

8
)

⏟⏟⏟⏟⏟
⩾0

e i 𝜋
8 .

6. Résoudre e𝑧 =
√

3 + i
√

3.

𝑧 = ln (2
√

3) + i 𝜋
4

[2 i 𝜋] .

7. Donner le domaine de primitivabilité une primitive F de 𝑓 ∶ 𝑡 ⟼ ( 1
1 + 𝑡2 + i ) earctan(𝑡)+ i 𝑡.

D’après les théorèmes sur les composées et produits de fonctions continues, 𝑓 est continue sur ℝ et on a :

∀ 𝑡 ∈ I ⊂ ℝ, F(𝑡) = earctan(𝑡)+ i 𝑡.

8. Calculer ∫
𝜋
4

0

1
𝑡 + i

d𝑡.

∫
𝜋
4

0

1
𝑡 + i

d𝑡 = ∫
𝜋
4

0

𝑡 − i
𝑡2 + 1

d𝑡 [1
2

ln(𝑡2 + 1) − i arctan(𝑡)]
𝜋
4

0
= 1

2
ln (1 + 𝜋2

16
) − i .

9. À l’aide d’une IPP, calculer ∫
1

0
𝑡 e𝑡 d𝑡.

Les fonctions 𝑡 ⟼ 𝑡 et 𝑡 ⟼ e𝑡 sont de classe C 1 sur [0 ; 1]. Une IPP s’écrit alors :

∫
1

0
𝑡 e𝑡 d𝑡 = [𝑡 e𝑡]

1

0
− ∫

1

0
e𝑡 d𝑡

= e − [ e𝑡]
1

0

= 1.
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