PTSI VINCI - 2025 PLANCHE 135.

Planche 135/

Exercice 1

x2 42
Etudier f(z) = / eT dt pour z > 0.

2

Correction : La fonction ¢ : t — est continue sur R*.

Comme pour z > 0, [x;xQ] C R*, pour a € R* quelconque, d'aprés le théoréme fondamental de
—¢2
e

t

dt est de classe €' sur R*.

xT
I'analyse, la fonction F :  — /
a

La fonction = — 22 étant, elle aussi de classe €' sur R*, d’aprés les théorémes sur les composées de
fonctions de classe €, la fonction f définie par f(x) = F(2?) — F(z) est de classe ¢! sur R* et on a :

—x2

- e

VzeR, f(z)=2zF (22?) — F/'(z) = 2zp(22) — p(z) = 2z ¢

2¢ " _ oo’

2 z

T

Reste a trouver le signe de la dérivée pour avoir les variations de f.

Commentaires : Honnétement, vu ce qui suit, je pense que |'exercice s'arréte la. Aprés ce n'est plus trop de votre niveau.

Essayez juste de comprendre sans vous stresser.

On résout alors I'équation,

2¢—" —a?

=z
—z* +1n(2) > —x?
—z*+22+1In(2) >0

[N

14+ 4/1+4In(2 1—+/1+4In(2
En posant X = z?, on factorise —X?+X+In(2) = — | X — * ; n(2) X — +41n(2)

2
=g >0
v1+4In(2) -1
—@—x@@+x@<ﬁ+ s ;() >>o

1+y/1+4@)
2 '

Du signe de — (z — z) (z + z) avec zy = Q

Il ne reste plus qu'a faire un tableau de signes pour avoir celui de la dérivée.
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T —0 —Zo -1 0 1 Lo +00
22
2e _ — + I
i
2e~2" — =2 - 0 + 1 + 0 —
F'(z) + 0 = + 0 —
F(—zy) >0 F(zy) >0
N7 v
1 P—f2 1 42
——dt= / —dt=0
F 1 \ Joot
0 —o00 | —o0 0

et L o—t?
Comme t — 5 est impaire, on a / Tdt =0.
Ll
2
. . € .
Pour les limites en 0, on peut majorer —~ par 7 pour avoir

2

1
F(x)g/ Zdt:1n|ac|—>—oo.

z—0

Donc lim F(z) = —oo et la courbe de F admet |'axe des ordonnées comme asymptote.

x—0

Pour la limite en +00, on commence par poser t = xu pour se débarrasser de x dans une des deux

bornes :

T2 e—t2 T e—(acu)2
ere= [T |
1 ru u

xr

z e_(xu)2
rdu = / du
1

(xu)? par e—mzu,

1
Ensuite, on majore — par 1 et e~
U

Donc lim F(z) =0 et la courbe de F admet I'axe des abscisses comme asymptote en +oco.

T—+00

Enfin, pour la limite en —oo, on fait pareil et on trouve pareil :
Tr——00

admet |'axe des abscisses comme asymptote en —oc.

lim F(z) =0 et la courbe de F
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Exercice 2

1. Racines quatriémes de —1. Qu’est-ce que cela représente géométriquement ?
2. En déduire une factorisation du polynéme X* + 1 € R[X].

Correction :

3

1. D’abord trouver une racine « primitive » de —1 = e'™ : w, = e'4 convient.

. 2km
Pour trouver toutes les racines de —1, on multiplie w,, par les racines quatriemes de I'unité e' 4,
kel0;3]ie e®=1,e"2 =i, e 4 =—lete' 4 =—i.
Les racines quatriémes de —1 sont donc
i iZ4m _g i 1
.w0:e4 7(1+1) .—w0:e4 = e 4:72<_1_1>Y
T 3w 1 (T_m T 1 .
° in: e <4+2) — e'a :—(—14— 1), ° —iwoz e1(4 2) — e '14 :—(]_— 1),
V2 V2
Ce sont les sommets d'un carré inscrit dans le cercle unité passant par les points d'affixes
1 .
— (£141).
V2

2. D’apres la question précédente, on a :

X4 +1=(X—wp) (X— iwy) (X+wy) (X+ iwg)
(X—\[(l—k 1)> (X—\}i(—u i)) (X—\}i(—l— i)) (X—\}i(l— i)).
Ca c'est la facorisation dans C[X]. On regroupe maintenant les termes conjugués :
(X_¢15<1+ i)) (X—\/g(—l—k i)) (X_f( 1+ 1>> (X—\%(l—k i))
(x\}i(u i)) (x%(u i)) (X\%(1+ i)> (x%(u i))
e ) L |

ﬁ(*l%’i)
= <X2 — 2LX + 1> <X2 + 2LX+ 1)
V2 V2

= (X2 —V2X + 1) (X2 +V2X + 1) Factorisation dans R[X].

1( >2 X2 R<1< ))
—=(1+i —2Re| —=(—1+1i) |+
2 V2

Commentaires : [/ est plus élégant de dire que le polynéme X* + 1 est a coefficient réels donc si o est
racine, on aura aussi & et qu'il est aussi pair donc si a est racine, —a. aussi.

A partir d’une seule racine o, on aura alors les quatre : o, —c, & et —av que I'on regroupera pareil. Avec w, on
obtient pareil.

Remarque : Retenez bien que (X — o) (X — @) = X2 — 2Re (a) + |a|”.
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