PTSI VINCI - 2025 PLANCHE 151.

Planche 151/

Exercice 1

1 —1 0
On consideére la matrice A = | m 1 1
0 14+4m 3

1. Pour quelle valeur de m, le nombre 3 est il valeur propre de A ?
2. Diagonaliser A avec cette valeur de m.

Exercice 2

Résoudre ’équation différentielle (1 + x)y’ +y =1 —In(1 + x) pour > —1.

Correction : Equation différentielle linéaire d’ordre 1, on résout dans |'ordre :

L’équation homogene : Comme z > —1, z +— = est continue dont une primitive sur
%

]—1;+o0] est > In(1 + x) (sans les valeurs absolues car z +1 > 0).

Les solutions homogenes sont donc de la forme x > \e~2(1+2) — n avec A € R.
5
Une solution particuliere : On pourrait utiliser la méthode de variation de la constante en cher-
Alz)

avec )\ une fonction dérivable sur

chant une solution particuliére sous la forme =z s
i

]—1; 400 mais c’'est bien de regarder si on peut pas en trouver une un peu mieux qui ressemble
au second membre.

Il s’avere que pour x +— In(1 + x), on a :

(1+42)(In(1+2)) +In(1+2) = i—i +In(14+z)=1+1n(1+2x)

Commentaires : On n'est pas loin et je pense qu'il y avait une erreur dans I'énoncé et que c'était plutét +
que —. A ce stade, un éléve moins tétu que moi passerait 3 la méthode de variation de la constante mais moi

j'insiste un peu

Gréace au théoréme de superposition, on sait qu'il nous suffit de trouver une solution particuliére
pour (1 + )y’ +y =1 (facile!) et (1 + x)y" +y = In(1 + ) mais comme je suis un malin, je
vais plutdt chercher a résoudre (1 4+ )y’ +y=2et (14+2)y +y=—1—1In(1+ x).

Il est clair que la fonction constante a 2 est solution de (1 + z)y’ +y = 2.

Et, d'aprés le calcul précédent, il apparait que z +— —In(l + z) est solution de
1+z)y +y=—1—In(1l+z).

Une solution particuliére de notre équation est donc y,, : © > 2 —In(1 + z).
Les solutions générales : Les solutions générales sont donc de la forme :

A
: —— +2—1In(1 AeR.
Yy x|—>1+x+ n(l+z), A€
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A(z)
14+

Je vous fais quand méme avec |'autre méthode ou, en posant, Yp P T , apres calculs, A\ serait

solution de I'équation différentielle du premiere ordre :

Y- (TR 4 1o

N(z)=1—In(1+=z)
On intégre par partie, le deuxiéme terme avec u: x +— z+1 et v : z +— In(1 + z),
Mz) =z — [(1+:c>ln<1+x>r+/ ldz=2—(1+2)In(l+7)+2
=2z — (1+2)In(1 4+ z)
yp(x) =

—In(1
1+ )

2
=2— i1a In(1+ x). (petite décomposition en éléments simples)

Commentaires : Le terme en — sera absorbé par celui en 7 de la solution homogéne.
7

On retrouve les solutions générales sous la forme :
2
l+2 142
N ———— —
A/
1+2x

YT —In(1+2x), AeR
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