Planche d exencices

Fichiers Ensembles a, b et ¢ |

Exercices faciles :

Exercice 1 : Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. Montrer de deux maniéres que :

ANB=AUB = A=B.

B A

Exercice 2 : Montrer que Ve — B\ D CA.
C\DcCA
ANB=A

Exercice 3 : Montrer que " ne = B=C.
BNA=C\A
ANB=A

Exercice 4 : Montrer que " ne = B=C.
AUB=ANC

Exercice 5 : Ecrire P(E) puis P(P(E) ) lorsque E = {a, b}.

Exercice 6 : Soient E un ensemble, A, B, C € P(E). Montrer :

AUB=AUC< AUB=AUC.

Exercice 7 : Soient f: E — Fet B CF.

Montrer que B = f(f71(B)) si, et seulement si, B C f(E).

Exercice de difficulté moyenne :

Exercice 1 : Comparer :
e P(ENF) et P(E)yNnP(F);
e P(EUF) et P(E)UP(F)
o P(ExF)et P(E)x P(F).

b
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Exercice 2 : Soit f: E+— F une application entre deux ensembles E et F.
1. Montrer que si VA, B € P(E), f(AUB) = f(A)U f(B).

2. Est-ce vrai pour l'intersection ?

Exercice 3 : Soient f une application de E vers F et (B,);c; une famille de parties d’un ensemble F
indexée par un ensemble J.

Montrer que f~( ﬂ B;) = ﬂ fH(By).

ieJ ieJ

Exercice 4 : Soient f : E +— F une application, A C E et BCF.

Montrer que f(AN f~1(B)) = f(A)NB.

Exercice 5 : Soit f: E+—— F une application, A C E et B C F.

1. Simplifier £(f~(F(A) et £ (f (£~ (B))).
2. Montrer que f(AN f~1(B)) = f(A)NB.

Exercice 6 : Soit f: E +— F une application, A,A” CE et B,B’ CF.
1. Comparer f(AAA’) et f(A)Af(A').
2. Comparer f~! (BAB') et f~1(B)Af~1 (B).

Exercice 7 : Soit f : E +— E. Pour n € N*, on note f* = fofo--of, et f0 = idg. Soit
n fois
ACE/A, =f"(A),et B= | ] A,.
neN

1. Montrer que f(B) C B.
2. Montrer que B est la plus petite partie de E stable par f et contenant A.

Exercice 8 : Soit E un ensemble et soient A, B deux parties de E. On définit la différence symétrique
de A et B par : B -
AAB=(ANB)U(ANB)

ot A désigne le complémentaire de A dans E. Démontrer que AAB = B si et seulement si A = @.

Exercices plus ardus :

Exercice 1 : Etant donné (Ai)'el une famille d’ensembles, et B un ensemble, tous inclus dans un
(2

ensemble E.
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1. Montrer que BN (U Ai> = U (BNA,).

i€l i€l

+o00 1
2. Déterminer I = U [1 + ,n}.
n

n=2

Exercice 2 : A quelle condition sur fa-t-on:V ACE, f(E\A)=F\ f(A)?

Exercice 3 : Soit f: E+— E. Pour n € N*, on note f* = fo fo..ofet fO=idg.
N ——— —

n fois

Soit ACE, A, = f"(A),et B= ] A,
neN

1. Montrer que f(B) C B.
2. Montrer que B est la plus petite partie de E stable par f et contenant A.

Exercice 4 : On considere une suite d’ensembles (Aj) - Pour tout entier naturel n supérieur ou
JEN*
égal a 1, on pose :

n n
I,={)AvetU,=[]A,
k=1 k=1
Montrer que, pour tout n de N*, on a :

I,,CL etU,CU,,.

Exercice 5 : Soient E un ensemble, A, B, C € B(E). Montrer :
AUB=AUC < AUB=AUC,

ot on a noté B (resp. C ) le complémentaire de B (resp. C ) dans E.

Exercice 6 : Soit E un ensemble, A, B et C des parties de E. On suppose que

AuB=AnC
BuC=BnA
CUA=CnNnB

Montrer que A = B = C.

Exercice 7 : Soit f une application de E dans F.

Soit g l'application de Z(F) = £ (E) définie par VY C F, g(Y) = f1(Y).
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1. Montrer que g est surjective si et seulement si f est injective.
2. Montrer que g est injective si et seulement si f est surjective.

Exercice 8 : Soit E et F deux ensembles, soit A, C deux parties de E et B,D deux parties de F.
Démontrer que
(AXxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND).



