Planche d, exencices

Fichiers Fonctions-Circulaires-Reciproques 8,5 et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Simplifier en précisant le domaine de validité :

cos (arctan ) .

1 o
V1+tan?arctanz V1422

Correction : cos(arctanx) =

Exercice 2. : Simplifier en précisant le domaine de validité :

sin (arctan ) .

sin (arctan x)

Correction : = tan (arctan z).

cos (arctan x)
x

P commﬂmb sin (arctan x) = x cos (arctanr) = ——.
’ V14 a?

Exercice 3 : Simplifier en précisant le domaine de validité :

tan (arcsin x) .

. sin (arcsin x T
Correction : tan (arcsinz) = ( ) =

cos (arcsinz) /1 — g2

Exercice 4 : Simplifier en précisant le domaine de validité : cos (arctan(x))

1 1
- V1 +tanZarctan(z) V14 a2

Correction : cos (arctan(x))

. 1
Exercice S : Simplifier en précisant le domaine de validité : cos? (5 arccos(m)).

. 1 1 5 1
Correction : Vze[-1,1], cos? (5 arccos(x)) T COS(a;CCOS(z)) = 42—35

. 1
Exercice b : Simplifier en précisant le domaine de validité : sin® (5 arccos(x)).

. 1 1— cos (z))  1—
Correction : Vzc[-1,1], sin? (5 arccos(m)) = COS(ZgCCOb(T)) = L

Exercice T : Simplifier en précisant le domaine de validité : cos (2 arccos(z)).
Correction : cos(2arccos(z)) = 2 cos?(arccos(z)) — 1 = 222 — 1.
Exercice & : Simplifier en précisant le domaine de validité : sin (2 arcsin(z)).

Correction : sin(2arcsin(z)) = 2sinarcsin(z) cosarcsin(z) = 22V 1 — 22
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Exercice 9 : Simplifier en précisant le domaine de validité : tan (2 arctan(x)).

. 2t t 2
Correction : tan(2arctan(r)) = o a;rc an(z) -
1 — tan? arctan(z) 1 —a?

Exercice O : Etudier la fonction f : z - arcsin (L)

Vit

Correction : [z < V1+2? done D; =R

f() = —

=i o f(x) = arctan(z).

. . 1
Exercice [ : Etablir que Va >0, arctan(x)+ arctan — = g
x
Que dire si x < 07

Exercice [ : Simplifier sin(2arcsin(x)).
Correction : Runtout néd x de [—1,1], sin(2arcsin(z)) = 2 sin(arcsin(z)) cos(arcsin(z)) = 22v1 — 22.
Exercice [3 : Simplifier cos(2arccos(z)).

Correction : Run toub néell x de [—1,1], cos(2arccos(z)) = 2 cos?(arccos(z)) — 1 = 222 — 1.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Simplifier en précisant le domaine de validité

arcsin (2:0\/ 1— :132) )

Correction : Gomme z € [~1,1] on P&m pober X = arcsin(z).
Hore, arcsin (23:\/1 — x2> = arcsin (2sin(z) cos(z)) = arcsin (sin 2X)

- 50{,£<z<1,oﬂohb£<X<getg<2X<7r.?Mmmw arcsin(sinQX):ngX.
- %—g\x\g,qﬁonb—gé}(égeL—g<2X<g‘%@ooméﬂum§arcsin(sin2X):2X:
— %—1<x<—§1u&m@—g<X<—get—F<2X<—g.TMMW@ arcsin(sinQX):g—ZX;
g—2arcsin(m) YRS —1,—?1
arcsin(me>: 2 arcsin(z) oL T € \f,?]
g—2arcsin(m) ol T € ?,11

. 1 1 2
Exercice 2~ : Montrer que arctan 3 4+ arctan — = arctan 3
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X loo| =
)

| =

1

. 1 1 3
Correction : tan (arctan 5 + arctan ) 1T 1
1

[N

O 0< rtnl<zet()<a1rctaml<zcl;ormoO<arctaunl—|—8urctanl<E
VoS ardaly s g 251 2 259

B

. 1— 2
Exercice 3 : Montrer que Vz € [1,+00[, arccos < x) + arcsin
1+z 1+

) ==

Correction : &n notanb On 0 = 2arctan(y/z), ie. = tan? 0 Onabe Z,’]T.
[ 2 2

8

HMors, : arccos (1 ; l) + arcsin (12\/5 ) = arccos (cos(0)) + arcsin (sin(f)) =0 + (7 — 0) = .

x +x

2
: —x
Exercice 4+ : Montrer Vx €]0,1[, arctan ———— = arccos(z).
T

Correction : eom/me $€]071[, MLPQAJLF,OWL T = cos b, anec 96}&%{.

V1—a2 +sin @

arctan = arctan

= arctan tan§ = 6 = arccos(x).

2
. —z
Exercice S : Montrer Vo €] —1,0[, arctan ——— = arccos(x) — 7.
x

Correction : %cvm/m,e:L‘E]—l,OL mrwﬁr@ml’zcosa ansec 9€:|g,71'[.

V1— 22

arctan = arctan

= arctantan = § — 7 = arccos(x) — .

. 7
Exercice b : Résoudre Péquation arctan(z) 4 arctan(z)v/3 = 1—72T

. 7
Correction : arctan(z) + arctan(z)V3 = 1—; < tan (arctan(m) + arctan(m)\/g) = tan (g + g)

w143 1443 A — 1 _
@/rvo@ff\an.b 1_x2\/§=1_\/§.@mho?/\lﬂmb/](an/mlb)etﬁ(wmwmww[wb)

Exercice T : Résoudre I’équation : arctan(x) + arctan(2zx) = %

) s 3x
Correction : arctan(z) + arctan(2z) = 1 g 1—922 L
T —3+ 17
' 3 VIT _ . méoali oVt ient mécennainement)
@QA oo bo?ubto'nb, 1 (fne, corvsient F,oa fnexa;o.fm&e) et 1 <c01rvmpmb )

. 1
Exercice 8 : Montrer que ¥V x € [0,1], arcsiny/z = % + 5 arcsin(2z — 1).

Correction : SﬁCL dérninée de (Raﬂue 'm,eym,?me waulb !

2/x(1—z)
T
Exercice 9 : Montrer que Vx € | —1,1[, arctan ——— = arcsin(z).
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Correction : Gomme 2 €] —1,1] P@JL[\M%.%‘—SID@WGE} 2{

Mors, : arctan \/11;7 = arctan " 101(13506‘ = arctantan § = 0 = arcsin(x).
Exercice IO : Etudier linjectivité et la surjectivité de f: R\ {1} ——> R
2z 41
x
z—1

Correction : %it y € R.

2z +1
flx)=y < 1Y 2e+1=(z—1)y < (y—2)xr=y+ 1

@%MWMMWyZQ,MMWWMd'w@éOédM&
Mm@mmy#?,{g%mwdmw&m:xzzit;f%tmw.

Exercice | : Etude compléte z —s arccos (chi)
x
Exercice 12 : Simplifier sin? (W)
Correction : Rur tout neell x de [—1,1] sin? (% arccos(a:)) = %(1 — cos(arccos(x))) = 1;1.
EXERCICES PLUS ARDUS :
Exercice | : Soit € R. On pose t = arctan(sh (z)).
Etablir les relations suivantes :
[1] tan(t) = sh (z) B L ch (z) sin(t) = th ()

cos(t)

Correction :

ﬁwdﬁmw pan consbruction, ¢ €] — 2 2[ t%tmm&mdeae%nmci@
b fonction. tan
En [\hp/nwnl? b bum%e/rwe de Qu&aﬂ«b@ t = arctan(sh (z)) on oltient dinectement; tan(t) = tan (arctan(sh (z))) = sh (z).

Enouite, @ =1+ tan®(t) = 1 + tan? (arctan(sh (z))) = 1 +sh?(z) = ch?(x).

@h,@o,gowoﬂmuch mwwmmw&te}fg,g[dmwcos(t)>0.

= ch (z).

el cos(t)

@n%m, sin(t) = tan(t) - cos(t) = sh(x) - chl(m) = th(z).

. 1
Exercice 2. : Simplifier arctan 1

Correction : @nromf J:Harctan @mgmmm%m@%mwetdgwwﬁﬁemm =]—00, —1[U]—1, +o0[.

—1
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— Forn Cintowsalle | — 1, 400] on o f =k, — arctan.
&W%QMOQMZZRI

1
Va €] —1,+00[, arctan 1 tz = g — arctan(x)
— Fn lintowsalle | — 00, —1[, on o f = ky — arctan.
avwwd@wnt@@&/mbe%—oo,mo@w&—ZZk2+g.
+x 3T
Vi €] — oo, — - T
x €] —oo0,—1[, arctan T2 1 arctan(z)
Exercice 3 :
Calculer A = arctan2 + arctanb + arctan 8
T
Résoudre arctan(xz — 3) 4 arctan(x) 4+ arctan(x + 3) = 1
Correction :
245 48
t tan 2 t
tan A = tan (arctan 2 + arctan 5 + arctan 8) = an (arctan2 + arctan5) + 8 = 1=10 =1
1 —8tan (arctan2 + arctan5) | 3 2+5
1—-10
o
On 32 < A <32 done A ==,
VIR TR 1
212
arctan(z — 3) + arctan(z) + arctan(xz + 5) = % = % =1 < 23322 -122+10=0.

GmBMWW@mmw.S%WM—Hﬁ@A—A
J!LWSMWWMW@—l—ﬁmW.Sz{—1+\/§}.

. 4 5
Exercice 4 : Résoudre arcsin(z) = arcsin 3 + arcsin (E

Correction : arcsin(z) = arcsi 4+a csi o = 1 1 < o >2+ o 1 <4>2 412+ o3 _ 03
: arcsin(z) = arcsin —+arcsin — r=-\1—|—= 1= (=) === = 2
5 13 ) 13 13 5 513 135 65

4 5
b-t-on g arcsin — + arcsin — < ~?

5 13 2
On, cos (arcsin 4 + arcsin g ) 1 <4>2 1 ( 0 )2 19 123 45 10 >0dot 0 < 7Tarcsin4—|—aurcsin g <
n — _— = — — — —_ —_—_, ——— - — = — — — _—
5 13 5 13 513 135 513 65 o 2 5 13
. T
Exercice S : Résoudre arcsin = arctan(z).
1+ 22
Correction : O ta aomeoﬂe} [ arcsi 2 arctan(z) <= arcsinsinf = arcta o
. xr = n — —7, 7T|. arcsin ———— — ar n(r Ircsin sin ¢ = ar n —
vere 2 ’ 1+ 22 2

2
R —%, alonn —m < 0 < —g. arcsinsinf = —mw — 6.

L o 0, 2 _
ieﬂxmﬂmubemmme@fﬂfe—i,wba—fgd:$—f\/§.

2 2
- %—§<x<§,qﬁom,—g<9<g arcsinsinf = 6.

L a0 _
mema@—Q,wﬁe—O&x—O.
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2
- 5%1’>§,aﬁohhg<9<ﬂ. arcsinsinf = 7w — 6.

Billom, : 8 ={-V3,0,V3}
. , . . 1 1
Exercice & : Résoudre I’équation arccos(z) = arccos 1 + arcsin 3

. 1 o1 5 ) ) .
Correction : arccos 1 -+ arcsin 3 € [O,W] donc QW@ admel une wmqu,e bo@ubtotn/

1 1 1 1
arccos(z) = arccos 1 + arcsin - <= x = cos (arccos 1 + arcsin 7>

3 3
o ( 1+ _1) 1 . (1)2 ) (1)21 12v/2 V151 2v2—415
S I 5 — IcSin — = — — — — — — - = = — - = .
T COSAtecos pmatesin g ) =g 3 1) 371 3 1 3 12
P 22 — /15
o 12 ’
Exercice 7 :

Montrer que Vz € R, cos(3x) = 4cos® z — 3 cos(z).
Montrer que

1
Ve b, 1] , arccos(4z® — 3z) = 3arccos(z)

Ve

| —

11
5 5} , arccos(4x® — 3z) = 2w — 3arccos(x)

1
3] Déterminer une expression simplifiée de arccos(4z® — 3x) si x € |—1,—=]|.
2

Correction :

A= [%1]

On, pove & = arccos(z), i bien, que {a © {0’ g} Dony {3a € [0,]

cosa =x cos(3a) = 4a3 — 3z
On en déduik que 3o = arccos(4z® — 3x).
Doss

’arccos(4x3 — 3x) = 3arccos(z) ‘

- %tz S [—%7%}

O — . Do, {Oé € [:2777} Do {Sae [m, 27]
v pove & = arccos(x), s que 373 . Vou

oSO — 1 cos(3a) = 43 — 3z

2m —3 0,
On en déduik que ™ —3a € [0,] 5 ve. 2m — 3a = arccos(4x® — 3x).
cos(2m — 3a) = cos(3a) = 4a° — 3x

Dors

’ arccos(4z® — 3z) = 27 — 3arccos(z) ‘
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- %k ze [—1,—%}.
O _ () i Do, {a S [2177} Do {3a€ 27, 37]
v pove @ = arccos(x), si que 3 . Vou

oS — cos(3a) = 4a3 — 3z

Ja—2 0 .
On on déduit que o —2m € [0, ] ve. 3a — 21 = arccos(42® — 3x).
cos(3a — 27) = cos(3a) = 4a® — 3z

Don

’ arccos(4z3 — 3x) = 3arccos(z) — 27r‘

Exercice 8 : On considere I'équation (E) : 2® — 3z +1 = 0.
‘ Montrer que (E) a trois solutions, et les encadrer par des entiers consécutifs.

‘ Pour 6 € R, exprimer sin 30 en fonction de sin 6.

1
En posant z = 2sin 6, montrer que z est solution de (E) <= sin36 = 3

Déterminer la valeur exacte des solutions de E.

Exercice 9 :
Pour k € N, calculer arctan(k + 1) — arctan(k).

‘ Montrer que la suite (S,,) ou S, = ki:oarctan ﬁ converge, et déterminer la limite.
Correction :
tan (arctan(k + 1) — arctan(k)) = 1(]3——;;(1]315) =2 +1k 1
O arctan(k + 1) — arctan(k) € }—g, g [ done arctan(k 4+ 1) — arctan(k) = arctan Pahil
S, = :ZO arctan m = ; (arctan(k 4+ 1) — arctan(k)) = arctan(n + 1).

Doa lim S, = g

n—+oo

Exercice [O : Résoudre I'équation tan(3arcsin(z)) = 1. On exprimera les trois solutions au
moyen de radicaux.

Exercice | : Résoudre dans R I’équation suivante :

arcsin(2x) = arcsin(z) 4 arcsin(zv/2).

11

Correction : Usne solution est nécessainement dans {—5, 3 5

11
}. it dome z € {—5,7].
arcsin(2z) = arcsin(z) 4 arcsin(zv/2) = sin(arcsin(2x)) = sin(arcsin(z) + arcsin(zv/2))
o2 =a\/1—(2V2)2+2V2V1 —22 & 2 =00u V1 — 222 + V2 — 222 =2
sr=00ul—2024+2—2224+2/(1—222)(2—222) =4

o x=00u2y/(1—222)(2 —222) = 1 + 422
<z =0ouwd(4z? —62% +2) = (422 + 1)?

/7 |7
Sr=0oud22=7T<z2=00ux= ﬁwxz— 33
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sl dama [—%,%] <cec1u~@ab()emw (;I:\/?Z) :é—igé—i:(%)Q)etarcsin(m)—&—arcsin(mﬂ) enl

/ |7 / I7 /
0 < arcsin + arcsin( \[ = arcsin —|— arcsin 16 S < 2arcsin =2 arcsm 2
eb donc arcsmw —l—arcsm \/ \f 6 @e'mgme Fa)vrmbe arcsin( \/ )+arcsin( \/ f
a,opté/ue

> g
5:{0@_@}.

w\:u

8 8

Exercice [ : Résoudre dans R I’équation suivante :

2arcsin (z) = arcsin (22V'1 — 22).

Correction : %it 2 € R arcsin (z) ecciste si b seulement si z € [—1, 1]. Ensuile,

arcsin (22V1 — 22) ewinle <= € [—1,1] b 22V1 — 22 € [—1,1]
= re|[-1,1]e42?(1—22) €[0,1] <= x€[-1,1]et42?(1 —2%) <1
= re[-1,1]ebdrt —422+1>0 <= we[-1,1]et (222 -1)2 >0
= z€[-1,1]

)

PBun @ € [~1,1], sin(2arcsin (z)) = 2sin(arcsin (z)) cos(arcsin (z)) = 22V1 — 22 = sin(arcsin (22V1 — 22)),

etderfuu

arcsm(me) e [—5 2] Por suite,
z solubion = z € [—1,1] et 2arcsin (x) € [—g, g}
. T 1 1
<~ x € [—1,1] ¢ arcsin (z) € {—Z,Z] — zc { 27\/5] .
_ {_1 1]
V2 V2l
. , 2 .

Exercice [3 : Etude compléte de f: z = = (arctan(z) — — x2>'

Correction : f%tdé%/md:dec&bbeCmmR*%mdeMm%éﬂmm.@eP@q@fm
I\a/.he@fruoﬂidmafm [0, 400[ me%%aﬂon@rmw%d@uwﬁo&te%m

Gude on O ( a%m&aetam.

3}'3 IES
f@) = 5 +a)e— 5+ % +o(a®) — ol a2 + 2 + o(a"))]
—(l+e ><2§ - % Fo(a?)) = (14+2%)(5 — "o + o(a?))
CC2
= g — % + o(z?)
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Tor suite, waWW%OWWf(O)Zg.?WfWWOWW
W@'m1,&W%W@mmbéf%tmqﬂﬁe%0af’(0):o.clwmetmwd'oﬁmm

OWWWMd(Ox) d'Wy:§4%Wf(x)—§mmWW@0,mW
de—%,%wmﬂe%t@ow%mm&mdm@d&mw\%aﬂ&

&udzm+oo(etfoo).f(x) ~ X 0, eb de méme f(z) — 0.

T—+00 20 z—+00 T——00
ﬁ)émimée, vaniabions.
ﬁbouh/ x> 0,
) 31 x 1+a2* 1 1—a?
f(x) = (_? - ﬁ)(arctan(x) - 1+x2) t— 3 (1+x2 - (1+x2)2)
3+ a? z 1+a? 227
=—— (arctan(z) — 1+x2)+ B 11 22)?
3+ 22 T at 2
= i At + s e T )
3+ 22 (34 2?) + 22>  34a?
== (—arctan(zx) + A+a2)3+a0) ot g(z)

3z

ol powy bout néell 7, g(z) = — arctan(z) + 31
g enb dérinvalle surn R o pour T w&,
S (3 +2?%) — 222 B 1+223(3—22)(1+22%) — (3+22)2 B —4z*
9@ =3 = (1+22)(3 + 22)2 T Bra22(1+a?)

I %tmwmwnéﬁamemmﬁm[@wmg%tmwmmmmm [0, 4+00].
?WQ(O)ZO,WLE>Q g(z) < 0. Fnalement, I ek shnickement; néqatise sun 10, +00[ o f ebl sbnictement
décnoivbante surn [0, +00].
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