Planche d, exencices

Fichiers Fonctions-Hyperboliques a8, et ¢ |
EXERCICES FACILES :
; Qo _T.T — vy, 7
Exercice | : Soit y G] 575 [ On pose x = Intan (2 + 4>.
AN y . _ 1
Montrer que th <§> = tan <2>, th () = sin(y), et ch (z) = co(g)

Exercice 22 : Montrer que Vt € R, arcsin(th (t)) = 2arctan(e’) — g

1 P 7 . . 1
Correction : %d@zﬁ/@%d@@Wd@Mdd@dﬂo@e& 7Ch(t)'
. 1

Exercice 3 : Montrer que V¢ > 0, arctan(sh (¢)) = arccos (Ch—(t)>

Exercice 4 : Déterminer lim e *(ch3z —sh3z).
r—+00

T —z\ 3
Correction : ?M&“WM&WCJBJ\F%M Chgl’:(e +e > _

5 (€37 4 3e™ + 3" 4 737).

1
8

€T —T

e’ —e

2

3
1
& de méme sh3z = ( ) :§(63$—3e$+36’w—e*3$).

1 3 1 3
Done e (ch3z — sh3z) = ge_"'(Gew +2e73%) = 1 + 16_4“" qui tend, wens v Qo/mﬂu@, x tend, vens +00.

Exercice S : Déterminer lim (x —In(chx)).
T—+00

xT —T
Correction : x—In(chz) =2 — ln(e te

)=z —1In(e*+e %)+ 1n2

=z—Ine*(1+e ) +m2=z—2+In(l+e2*)+1n2
=In(l+e2*) +n2

gohbﬂue = 400, In(1 +e2*) - 0 donc  —In(chz) — In2.

Exercice £ : Simplifier les expressions suivantes :

In(vVa?2 +1+z)+In(vVz2+1—x), ch(lnx)—i—sh(lnm)‘
x
Correction :
it z e R

Va2 +1> Va2 = || = Mooz, —2}.
Done, \/x2+1+x>oeJ;\/x2+1—x>0.$'@mmmmmww@x.@ew

In( a:2—|—1+x)—|—ln(\/x2+1—x):1n<( x2+1—|—m)(\/x2+1—x)):ln(a:Q—l—l—a:Q):lnl:O.
gaouh/l‘>0,

ch (Inz) + sh (Inz) _ 1 (erler, 1) _1
T 2z T T
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Planche d, exencices

Exercice T : Résoudre dans R, ch (z) = 2.

Correction : ch(z) =2« z = 4argch(2) = £In(2+ V22 — 1) = + In(2 + V/3).
Fer solufions sont (2 +v/3) e —In(2 + v/3) (ou encore In(2 —v3) can (2+V3)(2—V3) = 1)

Exercice & : Résoudre dans R I’équation : 5ch (z) — 3sh (x) = 4.

Correction : 8= {In2}.

Exercice 9 : Résoudre dans R I’équation : 3sh (z) — ch (z) = 1.

Correction : § = {In2}.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Soit f: R +—> R
1

€T [

ch(z)
Montrer que f est définie sur R et étudier sa parité.

Etudier les variations de f et ses limites aux bornes.

Montrer que la restriction g de f & RTdéfinit une bijection de RTsur un intervalle J a
déterminer.
Déterminer g~ 1.

Exercice 2. : Asymptotes a la courbe de la fonction f : x + In(chz)?

© +2€ =1In % +In(l+e ) =2 —1n2+In(1 + e 2%).

@mAiny—IHQ%baWdefmwwm%ede+oo,
fPG)D[\OhXLé,A/Zy:*I*IHZ%LW@GfWWOA&@dQ*OO.

Exercice 3 : Construire le graphe de f, :  + In(ch ).

Correction : Vz eR, f(z)=1In

Correction : it 2 € R cha > 1 o dono fo(a) eccivte e fo(z) > 0. fg‘yotdomdé%m@mﬂ?.@e[&w,
£, etk conbinue ef dénivallle sun R, aine.

?umﬂue&»g‘;maﬂomchhm%twA’cwmant cwisbanke tun RT dmﬂ%ﬁ)a,do/m}o,—i-oo[d:w&ngomb;m
2 = Inx est sbuidement croibsante sur |0, +00], fg%twu@mmm;gwﬂtemwet,wwmm
décroisbante surn R™.

fg%zwamﬁ%tw.?mw@ fg(O):O@GQWQ‘mmMWWW%
(0, £2(0)) = (0,0).

&Jdeenu—&—oo.?owvx}q

1
folz) =1In (5(696 +e ) =In(e” + e"'”) —In2=1In(e*(1+e2*)) —In2=x—In2+In(1+ e 2%).
Quornd, @ tend, vows +oq, e*hb@wmoamln(1+e%)mm0.®mmmw

i fo(a) = oo De P&m Jim (f5(2) — (2 —In2) = 0 & lo, dnoite (D) déquation y = x — In2
ehtaxvjﬂmrbotedez em +00.
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Planche d, exencices

ﬁ_’ogowammewwa%m (0y), la droite (D) déquation y = —x —In2 esb anymptote & €5 en
folx) — (z—In2) =In(1+e2*)>Inl =0,

&b @y enh shuiclement aw-dessus de (D) suwn R. Do méme, €y sl shrictement aw-dessus de (D) sun R.
On en deduit €,

Exercice 4 : Etudier f: z + In(chz) — .

Correction : * Jouwn tout néel #, ch > 0. Donc f eol defimie, continue et dewinalle suwn R. Toun tout nadl

x}

1
‘() =shz—— —1=the—1<0.
() shao—— x <0

f enb dome sbnictement décroinsanbe nun R.
Gude en —oo. lim ChCC:—Fooetdmwzggloof(x):+oo.@ymplm1bwneéwnbu%edmomd/m?bob&

T——00

flx) = In & te —z=1In(e*+e*) —In2—x =In(e®)—x—In2+1In(1+€2*) = —2x—In2+In(1 +€2*).

Done, f(x)— (=22 —In2) = In(1+e>). On, d'une port lim In(14€*) =0 et done lo, droite (D) d/équation.

y=—2x—1n2%twwma9@mhﬁew¢am@defm—metd'mbwwrwbmw&x,
ln(1+e2x)>09t@@oouh,@enwmuedef%thmLmdmmubde(D)mR

°€bud@@m—|—00.

e +e*

flz)=1In —r=In(e*+e*) —In2—z=In(e*) —z—In2+In(l +e2*) = —In2+In(1 + e 2%)

ebftp/ndmfthcT,«mmd:vb@nderoo.

1

Exercice S : Etudier la fonction f: x + th () — h

. 3 1 h
Exercice & : Etude compléte z — In e .
-1+ ch x

Exercice T : Montrer que H ch (;T:)

_2"sh (2n)
+00
En dédui n(2).
n deduire kljlc <2k>
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Planche d, exencices

EXERCICES PLUS ARDUS :
Exercice | : On considere la fonction f définie par :
f(z) = arccos(th (z)) + arctan(sh (x))

‘ Déterminer le domaine de définition et de dérivabilité de f.
‘ Calculer la dérivée de f.
‘ En déduire une expression simplifiée de f.

5
‘ Résoudre 1’équation th (z) = 3 puis montrer que

arccos (E> + arctan (i) _T
13 12) 2

Correction :
febtdé{%mwpxmwﬁ%mua
2 -0

VzeR, f(x):g.
th(m):%mwm&mmm;

: 5
On o sh (r) = %, d'od arccos (%) + arctan (E) _ g

Exercice 2 :
Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : [1; 400[— R vérifiant :
Ve eR, f(chz)=e".
‘ Déterminer toutes les fonctions f : R™* — R telles que :
Ve eR, f(e”)=cha.

Préciser le nombre de solutions.
Déterminer toutes les fonctions f : R™ — R telles que :

Ve eR, f(e*)=chz.

Préciser le nombre de solutions; y a t-il des solutions continues sur R* ?

Correction :
%fmamwleMv@f(chl)zeet[\ou)bxz—lm@f(Ch—l)Zf(Ch1>=1/€.qlm&

Wmmwwmmﬁam%@mmmmwwt:cm)
meze%@'wmﬂt

)= = S ).

2
m]o,+oo[%trm2@@0w&f(t)=%(t+%).

gcvm/m,e,ew%LbouémMmmm&anﬁberrhmﬁhen@Ww@We@o@@%%O.f(O)ZCER
etf(t):%(m%)Wt>0.%%@mw%mm@m.%mmdemmmnw
wnﬂmuem&x@ymtedef(t)wmd,t>0ett—>0%b+oo.

Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI Vinci - 2024



Planche d, exencices

Exercice 3 : Soit x un réel fixé. Pour n € N*, on pose

n

ch (kz) et S, = Z sh (kx

1 k=1

M=

C =

n

Bl
Il

Calculer C,, et S,,.

Correction : R chx +shz = e of cha —shx = e, les ‘ C +8S, = ek o
Uinque eoepressionss G, + 8, 2

n

C,—5, = ek nonlb den nommen de tevmen de buites géomébni ,demiwwheb,r@cﬂ/wrrmte
F 2 =0, on o diredement C,, Zl—nets =Y 0=o0

k=1
?UW@.I‘#OGQD"@@ #1@0@0

C, +S, = f:e’w:e -

@efmé/m,e,Cn—SnZEn:e*]”;oébbdom?@m@me@o’vmuﬁecru@o@—dmwmhm,rpaw\bmI\;GJL—IDf]b{/nbb:

:)

)

(’n\lvr sh(
sh (

w2

=e

NI

). _ (Cn + Sn) + (Cn — Sn) _ (Cn + Sn) — (Cn — Sn) ) N
En wilisant C,, = 5 &S, = 5 , on nécupine done

(nt+1)z (n+1)a‘
2

Exercice 4 : Etude compléte z — In|shax — 1].

Exercice S :
1

2
th(2z) th(z)
En déduire la valeur de u,, = 2°th (2°z) + 2'th (2'z) + ... + 2""1th (2""12) pour n entier
naturel non nul et = réel non nul donnés puis calculer la limite de (u,,).

Montrer que pour tout réel x non nul, on a : th (z) =

Correction :

@n@mﬁuermwbouthé&% th(?x):%w%mb‘écfﬂwmmw:

1+th?s 2 1 2 A
B " i e h@) g = gy o frelement
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Planche d, exencices

Jotent n un entien nabunel non aul b @ wn néel non mul Dapnen ce qui prscede,

n . . n 2k+1 2/€
w= 22 2) = 3 (e~

Ve e R*, th(z) =

k=0

+1 .
n 2k n 2k

=2 th (2Fz) 2 th (2%z)

k—

1
2n+1 1

T th(2"lz) thz

&wa>0, th(2”+1x)mmlwxd,nbwd,um@'m{%&m.

@o«wuntmdm+ooc1umdnt@mim+oomm>09tm—oowxd,nbemdwm—ﬁ—oowp

x < 0.

Exercice £ : Simplifier 'expression

2ch ?(x) — sh (2z)
z —In(chz) —In2

Correction : R dg%mm den gmuom ch e sh, on o

2ch?(x) —sh(2z) = 2(

T e T 2 6293 o 67250
2 ) B 2
6230 4+ 9+ 6721 672:1: o 6230
2 2
= 14+ 6—21

€& on utilisant les dewce nelations In(ab) = Ina +Inb e In(e®) = z on calole

z—In(chz) —In2 = z—In (i> —In2

dot

2
= z—In(e"+e*)+In2—1In2
= z—In(e*(1+e2))
= z—In(e®) —In(1 + e27)
= z—z—In(1+e27)
—In(1 + e %)

2ch?(z) —sh (2z) 1+e 2

r—In(chr) —In2  In(1+ e 27)

' A v — 22
e%bwnewﬂmmmde@@go'wne 1nuovueou-1—|—e :

1
- mac—>+oo,qﬁom,u—>l+,1——>+oodofm—i—>—oo;

nu

u
- mx—>—oo,d?mau—>+oodmwd'a@ém93uneﬁaﬂmwdedmmmw

In

Exercice T : Soit x un réel fixé. Pour n € N*, on pose

C =

n

M=

i

1

Calculer C,, et S,,.

ch (kx) et S, = Z sh (kz).
k=1

et donner ses limites en —oo et +oo.

—— = —00.

Lycée Jules Garnier

]

PTSI Vincei - 2024



Planche d, exencices

Correction : % chz +shz = e o chz —shz = e % (s i C,+8, = ek® of
e e pene 2
Cn—Sn:Ze”m mbdmwmda@mdam&%WmdamW@

k=1

o 2=0 on o diredement C,, Zl—netS io:o.
=1

?Wx;éo alors e #+ 1 @ozmo

n T (n+1)x
C,+5, = Ze’”ze ¢ -
— 1—e¢
N 1—e”
> 6<n21)<67(%> 7e<%>)
- ° 6%(67% —e%)
(n+1)x 6<%> —67(%>
- e% —67%
nine  Sh (5E
= e( 2) 5 (3:)
sh (3)
~ o —_ : —kx | ! 3 - — UL
@em@mecn S, kz:;e ,o%tdm%mmWwwdmbmeW z. binsi
n+1 h nr
C, =8, = o (5
sh ()
_ (G +5,) +(C, —5,) (C, +5,) —(C, —5,)
En utillisant C, = 5 £ S 5 s on néoundne domnc
Cn _ e 2 + e sh (n?) —h <<n+21)m> sh (?)
2 sh (3) sh (5)
(ntl)z (n+1)Z n nx
Sn _ e 2 — e +1) 2 sh (?) —sh <<n+1),r) sh (j)
2 sh (%) sh (3)

Exercice & : Soient a et b deux réels positifs tels que a? — b? = 1. Résoudre le systéme

{ ch(x) +ch(y) = 2a
sh(x) +sh(y) =2b

Correction :

e t+eT4+eY+e Y =4a

ef —e T4 eV —eY=4>b

e +e¥Y=2a+2b

e —eT4e¥—eY=4b
— e +e¥Y=2a+2b

—e P —e ¥V=20—2a

e’ +e¥=2(a+b)

1 1 _o b

~+ 5 =2a—0)

el
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) {X+Y:2(a+b)
— 1 1
{ X+Y=2a+b)
= X+Y
XY =2(a—0b)

X+Y=2a+b)
= {2(6;(—4}1)):2(@_[))
@ma#bww%ﬂ%@aQ—bQZLﬁam
X+Y=2a+b)
(S) <= {XY:a-i-b
a—>b
= X@Ym&bm&wmweztmﬁwwgzo

_ - X X+Y=58 _
Rromarqus + On nappdlle quo o X, Y oo o syptome { 17 Y 8 ol X b Y aont s altions
de Léquation, 2> — Sz + P = 0.

@’LQ@dibc)WmAma/n,tduanéfmeZQ—Q(a+b>Z+a+b

=0 vaub
b

a —

+b 1 4(a+b)(a® —b>—1)
A=4 2 4270y ( B ): _
(a+0b) p— (a+b)(a+d 3 pa— 0
2
j@kd,@dofnownemwnedm&@ewm (a+b),WX=Y=a+b&dmm:

(S)«<=e*=c=a+b

@mum%eo[uea—&—b)O(ma}O&b)O)d:a—l—b:/éO(maQ—bQ:U.go/nonaAm:er»j/aréme(S)
Gd/metmwwww&mwdownéeva}b<x=1n(a—|—b),y=1n(a+b)),

Exercice 9 : Résoudre dans R I'équation sh (2 + z) 4+ sh (2 + 2z) + ... + sh (2 4+ 100x) = 0.

Correction : %it 2 wn ned.

k=1

100 1 100 100
— —— 2 kx _ ,—2 —kx
S—g sh(2+kx)—2<e ;;:16 e g:le )
$ 2 =0 dlows dinedtement S =100sh2 £ 0. £ 2 £ 0 dows e® 1 o e # 1. Dans e can,

1 1— e1001 1— 671001 1 1— 610005 1— 671001
S — 2 x _ 2 [ 2 x —2 .
<ee l—er  © % T1_e= ) 2(66 —er T¢I

Wm&?&mﬁmwm@m@ammw&,mwwe%?mx¢qm@
dono :

S _ O PN €m+2(1 o elOOr) + 672(1 . 67100."5) — O = ez+2(1 . elOOm) + 8727100?6(810(” o 1) _ O

P (1 o elOOw)(ew-‘r? o 6—1007;—2) -0 eaL‘+2 — e—lOOw—Q (m T 7& 0)

4
& 2=—-100z -2« o =——.
xr + x x 01
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