Nombres réels Feuille d’exercices n°12

Nombres rcels |

I/ Calculs dans R

Exercice 1 (Enfantin) : Simplifier (factoriser) les expressions suivantes. On prendra bien garde a
justifier I'existence de celles-ci et quelles valeurs donner a € R pour leur bonne définition.

_ V2+V38 /s . W
= TR E—\/+2\/ 1+\/ 2va — 1.

B= /24 V33— 1)V, F= \/9—4\/54-\/94—4\/5.
C=+(a+1)2—4a++/(a—1)2 +4a. G= (\/§+1)\3/9—5\/§—<\/§—1)W.
D= \/a+1—2\/&+\/a+1+2\/&.

Les trois clés d’une bonne résolution :
1. Le domaine de définition
2. On compare a 0
3. On factorise
(4.) Accessoirement, on vérifie ses solutions.

Exercice 2 : Pour chaque équation, déterminer I’ensemble des réels z € R solutions.

1. m2+\/§x—1:0. 8. x6+\/§x3—\/§1‘3—\/620.
2. (x?)—1>(12r+2)(x+3) = (z+4)(x—2)(z+1). 9. e2% —5e® 4+ 6 = 0.

Z' 2 +2~”U2_§“§:8- 10. In2(z) —In(z) —2 =0

LT =2 —9r — 2=

E Gt a? 10l 11. 41n®(z) + 8In(z) + 3 =0.

6. 624 — 1323 + 1222 — 132+ 6 = 0. 12. €** +5¢” +6 = 0.

7. 28 +323 4+ 422+ 3z+1=0. 13. 3% — 262 _ 5e® 4+ 6 = 0.
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Exercice 3 : Pour chaque inéquation, déterminer I’ensemble des réels z € R solutions.

1. z? < 10. 19.
2. 22> 2.

25 :
3.2<(2a;—3)2<Z 13
4. Bz+1)2<2Bz+1)(z+1) 14.
5.2t +22—1>0 15.
6. 3 4+322—-4<0 16.
7. €2® — 2% —8 >0 17
8. e* +6e” +8<0 18

. :
9. x>~
vz 19.
10, x >x+2
r+1" x+3 20.
1 L
" T z+1 21.

r+5
2 —1
233—37 dr — 1 <@
z—2 322 —2x—8 32

V3z2 —1lz+21 <22 —3
Vi — V2

>1

r<1+VaZ—2
32 —3x—4\/:c2—w+3—6

\/3—35—\/x+1>—

2
\/x—i—l
T+ 2

\/x—Q
<
r—1

V6—z+V3—x=vVr+5+Vi—3z

1
r— =

Exercice 4 : Soient z et y deux réels vérifiant 5

|<

Montrer que — —
q 6‘ =3

DN | =

et |y + 1 <

e~ =

Exercice 5 : Pour chaque équation ou inéquation, déterminer I’ensemble des réels x € R solutions

8. lz+2|+[2z—1|+|z—3| <8
9. 422 —7|z| +3 = 0.

1. |[z+3|=5

2. |z 4+3|<5

3. |z —6x+4| < 1

4. |22 +z—3| = |« L0
5. |z + 3] <22 —3|. 11
6. |22 — 4] < |z +2|

7. |lz+2|+1[3z—-1| =4 12.

2
x4+ |z = -
x
<2 1|+ 1
z+1 < s
|22 — 4| < |z —1]

Exercice 6 : Démontrer les inégalités suivantes :

1. Vz e [-1;1], —-1<4x®-3z<1.
2. Va,y €[0;1] tels que = < v, * <L
11—z 1—y
2 2
3. V:L‘,yE[R,mygx —;—y .
4. Vx,y,2 €ER, zy +yz +z2 < 2% + y? + 22
r+y
5.V —1,1, -1 1.
z,y €] —1,1], <1+xy<
6. Vo,y€[0;1], 22 +y?> —2y < 1.

|0]. Un peu de chance ne fait pas de mal!

Lycée Jules Garnier

F. PUCCI



Nombres réels Feuille d’exercices n°12

7. Ve,ye R, 1+ /zy<v1i+zy/1+4+y.

8. Vz,yeR, |z|<vVa2+y?etz< a4y

9. Vz,yeR,, Vrt+y<vVz+ /.

10. Vz,y € R, |z|+ |yl <|z+y|+ |z —y|

11. Vz,yeR, 1+|zy—1 <A+ ]z—1)1A+|y—1]).

1 1
Exercice 7 (Inégalité de Young) : Soit p,q > 1 tels que — + — = 1.
p q

P q
En étudiant la fonction f:t+— f(t) = — + g _ ty pour t € R, montrer que :
p q

zP q
Vr,ye Ry, xPy? < ——i—y—.
p q

Exercice 8 : Démontrer les inégalités suivantes.

1. VzeR,, sin(z)<zpuisVzeR, |sin(z)l <|z|

2.VzeR,, In(z)<z-—1 4. Vme]—g;g[, |z] < |tan(zx)]
et e 7 Z
3. VzeR, z+1<e® 5. Vz eR, e < |zl g

3

6. Va €R, \x—sin(a:)]gk%’ 2-
M
2 In(1 (2]
7. VzeR,, x—x—éln(l—l—x)éx. En déduire limu. -
2 z—0 T o
©
w

Exercice 9 : Le maximum de deux nombres z,y (c’est-a-dire le plus grand des deux) est noté
max(x,y). De méme on notera min(z,y) le plus petit des deux nombres x, y.

Démontrer que :

T+y+|z—y

T+y—|z—1y
> . A

et min(z,y) =

Trouver une formule pour max(z,y, z).

Exercice 10 : Soient z et y deux réels tels que 0 < x < y. On pose :

. ang T+ 1 1/1 1
Moyenne arithmétique : m = 5 y. Moyenne harmonique : E = 3 <— + 7) .
Yy
2 2
oG . z°+y
Moyenne géométrique : g = \/xy. Moyenne quadratique : ¢ = 5

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Montrer que t < h < g<m < qg<y.

biy..., b, des

Exercice 11 (Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski) : Soient aq,..., a,,
nombres réels.
n
1. En considérant la fonction f: z +— Z(ak + b))%, montrer que :
k=1
Z aby| < \] Z az q Z b? (inégalité de Cauchy-Schwarz)
k=1 k=1 k=1

2. En déduire :

Q > (ag + )2 < Q > ad+ Q > o2 (inégalité de Minkowski)

n
k=1 k=1 k=1

Exercice 12 (Quelques majorations utiles dans les concours) :

1. Majorer par une constante |1 — cos(6)| pour 6 € R.
2. Trouver () dépendant de 6 mais indépendant de z tel que :

[2]

— 1

Q VwE]—l;l[,V@E{O;g{, < ¢(0).

‘o 1 — x2sin?(0)

)]

g 3. Soient aw et f € [0;1] tels que a+ = 1.

E Montrer que ¥ z,y > 0, 2%y? < az + fy.

§ 4. Soit a € [0; 1[. Déterminer un majorant indépendant de ¢ de T t”‘ pour t € [—a;al.

5. Montrer que V¢t € [0;1[, 0 <In(l+¢) < —In(1 —1).

En déduire V0 € [0;7], V¢ €]0;1], |In (¢* — 2t cos() + 1)| < 2|In(1 —¢)|.

ITI/ Borne supérieure

Exercice 13 : Déterminer (s'’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

1. [0;1]nQ 3. N )
2.10;1[NQ 4. {(—1>”+nQ/n€N*}

n F. PUCCI
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Exercice 14 : Déterminer la borne supérieure et inférieure (si elles existent) de : A = {u,, | n € N}
avec u,, = 2" si n est pair et u,, = 27" sinon.

Exercice 15 : Soient A et B deux parties majorées non vides de R.
1. Onnote A+B={a+b, (a;b) € AxB}.

Montrer que A + B admet une borne supérieure, et que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
2. Onnote A—B={a—0b, (a;b) € A x B}

Montrer que A — B admet une borne supérieure, et que sup(A — B) = sup(A) + inf(B).
3. Soit A une partie non vide et bornée de R.

Montrer que sup {|z —y|, (z,y) € A?} =sup (A) —inf(A).

Exercice 16 (Autour de la borne sup d’un ensemble) :

Soit A un ensemble borné de R.
1. Montrer que pour tout A € R, sup{\+a,a € A} = X+ sup(A).
2. Montrer que pour tout A > 0, sup{Aa,a € A} = Asup(A).
3. A quoi est égal sup{Aa,a € A} si A\ <07

Exercice 17 : Soit f:[0;1] — [0; 1] une application croissante.

On pose A = {x € [0;1], f(x) > z}.

1. Montrer que A admet une borne supérieure m.

2. Montrer que m est un point fixe de f i.e. f(m)=m.

III/ Partie entiére

R et g:

Exercice 18 : Soient f: R —
xr — |2z x +— 2|z]

A-t-on f=g?

Exercice 19 : Représenter la fonction z — || + (z — |z])°.
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Exercice 20 : Soit n un entier naturel.

1. Montrer que le nombre de chiffres x(n) de n dans son écriture décimale est :
k(n) = |logn| +1

2. Quel est le nombre de chiffres de n dans son écriture en base b?

Exercice 21 : Montrer que Vz € R, (z€Z) < (VneN, |[nz]=n|z]).

Exercice 22 : Montrer que Vz,y € R, |z|+ |z +y] + |y] < [2z] + [2y].

Exercice 23 : Résoudre I'équation

VeeR, |[2z2+43]=|z+2]

Exercice 24 :

1. Montrer que Vn € N*,

1 1
\/m<2(\/n+1—\/ﬁ)<%.
1 1 1

2. En déduire la partie entiecre de A =1+ — + — +--- +

V2 V3 v/10000

Nombres réels

Exercice 25 : Montrer que Vn € N*, {(\/ﬁ—i- vn + 1)2J =4n +1.

n?—1

Exercice 26 : Calculer pour n € N*, S, = Z L\/@J .
k=1

Exercice 27 : Soient a € Z et b € N*. Montrer que :

[ e 25 -

n F. PUCCI
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