Chapitre

Primitives et calculs
d'intégrales

Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus. Il reste tout seul
dans son coin, da l'extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste si négatif. Le cosinus
de répondre :
— « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »

Et le sinus de répondre :
— « Eh bien, intégre-toi! »

Dés I’aube du calcul différentiel et la formalisation de la dérivée d’une fonction f, les mathématiciens se
sont naturellement posé la question de l'existence d’une fonction F dont f serait la dérivée. La notion de
primitive était née.

La « primitivisation » apparait alors comme l'opération « réciproque » de la dérivation. Ce nouvel outils

va, en fait, devenir incontournable pour calculer des aires un peu moins triviales que celle d’un rectangle :

l'aire délimitée par une portion de courbe par exemple.

Difficile a priori, ce probleme trouve une solution élégante et triviale lorsque le lien avec les primitives est
prouvé.

Comme demandé par le programme de PTSI, le point de vue adopté dans ce chapitre est exclusivement
pratique. On y apprend essentiellement a faire du calcul exact de primitives et d’intégrales. La notion
d’intégrale sera définie proprement en fin d’année et nous démontrerons alors tous les théorémes énoncés
dans les pages qui suivent.
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PTSI VINCI - 2025 I. PRIMITIVES

I/ Primitives

I.1 Primitives d’une fonction de la variable réelle

Définition 1 : Soient I un intervalle de R et f : I — K une fonction.

N
On dit que F : I — K est une primitive de f sur I, notée / f(t)dt, si F est dérivable sur I et de

dérivée égale a f :
Veel F(z)=f(z).

T

Notations : Le symbole / f(t)dt, introduit par Leibniz [}, désigne une primitive quelconque de f. Elle

est définie a une constante additive pres.

On ne parle donc pas de LA primitive, mais DES primitives de f.

Exemples 1 :

— x+— x et x > x + 2 sont des primitives de x —— 1 sur R.

1
— La fonction F définie par F(z) = In(x) est dérivable sur ]0; +oo[ et F'(z) = —.
i

1
Donc F est une primitive de — sur |0 ; +o0].
75

1
— Une primitive de  —— x“ sur R est x —— ?xaﬂ sia#—1, 2z + In(x) si a = —1.
a

|1]. Gottfried Wilhelm Leibniz, né a Leipzig le 1° juillet 1646 et mort & Hanovre le 14 novembre 1716, est un philosophe,
scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bibliothécaire et philologue allemand.

Esprit polymathe [2J, personnalité importante de la période Frithaufklirung, il occupe une place primordiale dans
I'histoire de la philosophie et I’histoire des sciences (notamment des mathématiques) et est souvent considéré comme le
dernier « génie universel ».

En philosophie, Leibniz est, avec René Descartes et Baruch Spinoza, I'un des principaux représentants du rationalisme.
Au principe de non-contradiction, il ajoute trois autres principes a la base de ses réflexions : le principe de raison suffisante,
le principe d’identité des indiscernables et le principe de continuité.

Concevant les pensées comme des combinaisons de concepts de base, il théorise la caractéristique universelle, une langue
hypothétique qui permettrait d’exprimer la totalité des pensées humaines, et qui pourrait résoudre des problemes par le
calcul grace au calculus ratiocinator, anticipant I'informatique de plus de trois siecles.

En métaphysique, il invente le concept de monade. Enfin, en théologie, il établit deux preuves de I’existence de Dieu,
appelées preuves ontologique et cosmologique. Au contraire de Spinoza, qui pensait Dieu immanent, Leibniz le congoit
transcendant, a la maniére traditionnelle des religions monothéistes. Pour concilier I’omniscience, I’omnipotence et la
bienveillance de Dieu avec ’existence du mal, il invente, dans le cadre de la théodicée, terme qu’on lui doit, le concept de
meilleur des mondes possibles, qui sera raillé par Voltaire dans le conte philosophique Candide. Il aura une influence majeure
sur la logique moderne développée a partir du XIX®™me gidcle ainsi que sur la philosophie analytique au XXeMmegiacle.

En mathématiques, la contribution principale de Leibniz est I'invention du calcul infinitésimal (calcul différentiel et
calcul intégral). Si la paternité de cette découverte a longtemps fait ’objet d’une controverse 'opposant & Isaac Newton,
les historiens des mathématiques s’accordent aujourd’hui pour dire que les deux mathématiciens ’ont développé plus ou
moins indépendamment.

Il travaille également sur le systéme binaire comme remplacant du systéeme décimal, s’inspirant de vieux travaux chinois.
Par ailleurs, il introduit la notation qui porte son nom et travaille également sur la topologie.

Ecrivant en permanence, principalement en latin, francais et allemand, il légue un immense patrimoine littéraire, Nachlass
en allemand, conservé a la bibliotheque de Hanovre. Il est composé d’environ 50 000 documents dont 15 000 lettres avec plus
de mille correspondants différents, et n’est toujours pas entierement publié.

|2]. La polymathie est la connaissance approfondie d’un grand nombre de sujets différents, en particulier dans le domaine
des arts et des sciences. Le substantif associé est polymathe, parfois également nommé « personne d’esprit universel ».

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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o 1
— Une primitive de x +—— e“* est x +—— — e“* pour w € C*.
w

— La fonction S définie par S(z) = In (JJ + V2?2 — 1) est dérivable sur |1; +oof et §'(z) = W
x j—

Donc S est une primitive de sur ]1;+ool.
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Exercice 1 : Montrer qu'une primitive de f: x — sur Rest F: 2+ In (:E + Va2 + 1).

1
va? 41

Proposition 1 (Unicité et linéarité) :
Soit f : I — K une fonction.

Si Fy et F, sont deux primitives de f sur I, alors elles sont égales sur I a une constante pres :
JeekK, Vzel F(z)=Fyx)+c

Si f admet une primitive F sur I, alors elle en admet une infinité. En notant &7; I’ensemble de
ses primitives sur I, on a :

Pr={F+c/cek}.
Soient a € I et b € K.

Si f admet une primitive F sur I, alors il existe une unique primitive de f sur I qui prend la
valeur b en a.

Preuve : Si F, et F, sont deux primitives de f sur I alors :
Vrel, (F; —Fy)'(2) = Fi(z) = Fy(z) = f(z) — f(x) = 0.

Donc la fonction F; — F, est constante sur 1.

Remarques :
— Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions de la forme F + ¢ ot
¢ € K est une constante dite de « primitivation ».

— La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon 'axe des ordonnées de celle de
n’importe quelle autre primitive.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Figure IX.1 — Primitives de = +— g

— Sans condition de valeur en un point, on ne peut donc pas parler de la primitive de f, mais ’'UNE
primitive de f. En revanche, on peut parler de LA primitive de f prenant une valeur donnée en un
point donné.

— En notant F une primitive de f sur I, la fonction F, : z + F(x) — F(a) + b est I'unique primitive
de fsur I telle que Fy(a) = b. Les physiciens parlent de conditions initiales.

Exemples 2 :

1
— Les primitives de x — x2 sont les fonctions de la forme x — g;v?’ + Cte.

1
— La fonction In est 'unique primitive de  — — sur R’ s’annulant en 1.
x

Proposition 2 (Linéarité) :
Soient f: I+ K, g : I+ K deux fonctions et A € K. Si F' et G sont respectivement des primitives
de fet gsur I alors A\F + G est une primitive de Af + g sur L.

On dit que la primitivation est une opération linéaire ou encore compatible avec les combinaisons linéaires.

Pas plus que pour la dérivée, sauf cas particuliers, une primitive d’un produit (resp.
ATTENTION inverse, quotient, puissance, composée) de fonctions ne s’obtient pas par produit
(resp. inverse, quotient, puissance, composée) de primitives.

Exemples 3 :

— f 2+ 32% + cos(7z) est du type v’ + v’ de primitive u + v.

1
Donc, z — 2 + - sin(7z) est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.
— Cas des fonctions polynomiales :

ay

k+1'
k+1

n n
T +— Z akxk admet pour primitive z — Z
k=0 k=0

Corollaire 2.1 (Fonction de la variable réelle a valeurs complexes) :
Soit f : I — C une fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Dans ce cas, si F|,F, : I — R sont a valeurs réelles, alors F; + iF, est une primitive de f si, et
seulement si F'; et F, sont, respectivement, des primitives de Re (f) et Im (f).

Autrement dit, sur I :
Re (/wf(t)dt) :/QCRe (f(t))dt ot Im (/wf(t)dt) :/wIm (f(t))dt.

2
x
Exemple 4 : Une primitive sur R de la fonction z — 1+ iz est x — x + i?.

Exercice 2 : Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R :

1. + 2% + i cos(x). 2. T e 17 3. z+— e cos(x)

1.2 Primitives des fonctions de référence

La lecture du tableau des primitive se fait en lisant celui des dérivées « a ’envers ».
Les fonctions f suivantes sont définies, dérivables sur I'intervalle I, n est un entier relatif non nul différent
de —1. On note F une primitive de f sur I.

— Fonctions polynomiales et rationnelles :

f(x) F(z) I
1
n N n+1 R
z" (n € N) n+1
1
- In |z|
i : N ]—00;0[ ou |0; +o0f
il N {1 _
" (n € NA{1}) n—1 g1

Exemples 5 : Soit a € R.

Primitive de z +—

: Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :
T—«

T 1 _
/ Ldtzln]a:—cd: n(z—a)
l—a In(a—z)

ATTENTION / - ! - dt
. = 1

Primitive de z +—

sur tout intervalle contenu dans Jo ; 400]

sur tout intervalle contenu dans ]—oo;af.

] t o 1
— / t;Tlldt =5 1n|:L'2 4 1| + i arctan(z).

o k>1: Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :

L
(z—a)
r 1 1 1
/ (—af = ol G

F. PUCCI
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. . . : 1
Remarque : Pour les fonctions polynomiales 2™ ou les fonctions rationnelles —, une seule formule
x

suffit & condition que n € Z\ {—1} :

X1 34LIdVHD

f(x) F(z) I
) Rsin >0
" anrl
n+1 R*sin<—2 O
A
E I 6 ) C 1 f . ,ﬁ . [R* . 1 .8 F _ 1 -
xemple 6 : Une primitive de la fonction définie sur R* par f(x) = =2 est F(z) = — :|
.
— Fonctions usuelles : w
f(x) F(z) I m
1 -
>
e” e 13 R -
3:.oHrl n
¥ aeR\Z R c
a+1 -
“ acR @ R @
* 1 -
ot a € RiN{L} Ina ()
In(x) xln(z) —x R* —
i 2
— Fonctions circulaires : -
mh
()]
f(x) F(z) I e,
sin(z) — cos(x) IE
i m
cos(z sin(x
@ st R m
cos(ax + b) —sin(ax + b)
a
1
1+ tan?(x) = o tan(z) ]—g + k; g +kn| (ke Z)
1
— arcsin(x —1;1
i ) =
1 . /x
arcsin <—> |—a;al
02 _ 22 a
1 tan(z)
— arctan(z
1+ 22
1 1 x R
e ame ()
— Fonctions hyperboliques :
|3]. Bouhouhou!
F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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f(z) F(z) I
sh (z) ch (z)
ch () sh (z)
1 sh (z) R
ch?(x) ch (z)

——— | In(z+ V2% +1)

vaZ 41
2 —1

—1_ In(z+ Va2 —1) | ]1;+00]

1 1 14z
—1 —1:1
1— a2 O 1—x) =51
1 1l a—l—:v) ] [
B —In —a:a
a? — g2 2a a—1x ’

Remarques :

— Ces tableaux ne donnent qu'UNE primitive de la fonction f. Pour obtenir toutes les primitives de f,

il suffit de rajouter une constante c a F.
1 1

V241 Va2 —1’

sont, respectivement, les dérivées des fonctions réciproques de sh, ch et th notées argsh,

— 1l est tout a fait hors-programme de vous dire que les fonctions définies par

1— a2
argch et argth. C’est dommage! Cela aurait mis un peu plus d’homogénéité dans les formules de

primitives.

Méthode 1 (Trouver une primitive) :

D’une maniere générale, pour trouver une primitive F d’une fonction f, on revisite son tableau des
fonctions dérivées a l'envers et on conjecture la forme de la fonction F puis on complete avec des
coefficients multiplicateurs afin de simplifier ceux qui apparaitraient en dérivant la fonction F.

Proposition 3 :
Soient v : I+~ J et F:J+— C deux fonctions dérivables.

F o u est une primitive de v’ x (F’ ou) sur L

Corollaire 3.1 :
Pour a, b deux réels avec a # 0 tels que ax + b € J pour tout x € I, si F est primitive de f sur J, alors

1
xz +— —F(ax 4 b) est une primitive de z +— f(azx + b) sur L
a

Exemples 7 :

o 1 . .
— Une primitive de z — €% est 2 — — e?**? sur tout intervalle inclus dans R.
a

1
— Une primitive de  — sin(az + b) est x — —— cos(ax + b) sur tout intervalle inclus dans R.
a

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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— Une primitive de = —

1 1 b
est © +— — In |ax 4 b| sur tout intervalle inclus dans R\ {—f}. ‘
axr +b a a

X1 34LIdVHD

A condition de reconnaitre I'expression de v’ en facteur, on pourra alors espérer retrouver des primitives
de fonctions composées v’ X f(u) que 'on écrira F(u) ou F est une primitive de f sur un intervalle
adéquat 1.

n
A
La avec F fonction usuelle et u : I — R dérivable, n € Z\ {—1},a € R\ Z s’écrit : 2
Fonction | Une primitive sur I Condition -]
un+1 <
u'u” 1 sin<0: Vzel ulx)#0 (I';I)
ua+1 m
/s V
u'u g zel, u(xz)>0 -
u’ (@]
2 v I 0
NG Vau xel, ulx)> |E
u’ (@)
— 1 v I 0
” n |ul zel, u(x) # c
v in (u) Veel u(r)el-1;1] ”
" arcsin (u x u(z) € |—1;
V 1— ’LL2 U
u/ -
— | 1 2—-1 v I 1; -
- n(u+\/u ) rzel u(z)e]l;+oo] 3
u’ 1 1+u
S — =1 v I —1;1 mh
Sl () el ulz)el-1;1] m
A
>
F
m
wn

Fonction | Une primitive sur I | Condition
u’ e¥ ev
u’ cos(u) sin(u)
u’ sin(u) — cos(u)
u/
arctan (u
u? +1 (u)
/
Y In (u +Vu2 + 1)
u2 +1

Exemples 8 :
6
u
— z+ 2x(2% — 1)% est du type v/u® de primitive =

(z* —1)°
6
— fraxr— —3 e 3% est du type v’ e* de primitive e®.

Dong, f:x+— est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

3z—

Donc, z — e 3?71 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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: PRIMITIE
|

20 —1 u’
— fi2+> —5—— est du type — de primitive In |u].
Tl —x—2 U

Donc, x — In |a:2 —x— 2| est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R\ {—1;2}.

/
u
est du type —= de primitive 2v/u.

o

— fix+—

1
V3xr+4

2 4
Donc, z +— §V 3z + 4 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans ]—3 ;00 [

reconnaitre u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u", u®, cos(u), e*!

déterminer une primitive (cf. le paragraphe (V) ).

uniquement définie par une intégrale L%/,

recherche de primitives s’avere donc parfois impossible !...

Exercice 3 : Déterminer les primitives suivantes :

1./ ettt3 q¢ 6.

[\)

(3t —1) (3t2 — 2t + 3)" dt g

dt sur |0; x|

/

./zcos(3t+;r>dt 7./ mdtsnr]0;+oo[
/
/

— Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours chose facile /. Remar-
quez bien que les tableaux et les exemples précédents réclament, exigent de

Des manipulations plus sophistiquées (par exemple pour les fonctions ration-
nelles ou les fonctions possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour

— Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune fonction connue. Elle est alors

— Contrairement a la dérivation qui est toujours techniquement possible, la

I/ Intégrales

I1.1 Notions d’intégrales

Le calcul d’intégrale répond & une question simple : comment définir une aire qui n’est pas celle d’une

figure géométrique simple 7

Pour a < b deux réels, la notion d’intégrale d’une fonction f continue sur un segment [a;b] et & valeurs
réelles a été introduite comme « aire algébrique » entre la courbe de f, 'axe des abscisses et les droites

|5]. Par exemple, la primitive de x +— e’

Lycée Jules Garnier
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d’équations ¢ = a et x = b : on compte 'aire positivement sur un intervalle ou f > 0 et négativement
sinon.

Cy
1
b
/ F(t)dt
a
J
I of 7 I
1z =a lz=b
b
Figure IX.2 — / f(t) dt représente aire algébrique du domaine en unité d’

L’idée est de subdiviser [a;b] suivant des bases de plus en plus fines
a=zyg<x<-<zx,=0b

et de faire la somme des aires des rectangles obtenus avec des valeurs de f sur cette subdivision : c’est la
méthode des rectangles qui conduit a I'approximation o ¢, € [z ;2. 4] :

R,(f) = ($k+1 - xk) f(te).

0

o [

a Ty Ty Ty

3
-

>
Il

/

Figure IX.3 — Méthode des rectangles (a gauche).

On montre ensuite que, sous 'hypothése f continue sur [a;b], (R,,),c» converge quand n — +o0o vers
une limite indépendante de la subdivision (zy),_,_ | et les {; € [2};24.,]. Clest cette limite qu’on pose

b
comme étant/ f(t)de :

b
/f(t)dt: lim R, (f).

n—+oo
h—
En particulier, pour la subdivision réguliere =, = a + k a et ¢, = x;, pour tout k € [0;n— 1], on a :
b b—a 2 b—a
/ ft)dt = lim —— Z f (a +k ) . (Méthode des rectangles a gauche) (IX.1)
o n—-+0o0o n =0 n

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exemples 9 : Soit f une fonction constante sur [a;b] égale & A € R.

_a:Z:f<a+kb ) Z Ab—a).

k=

Alors,

Dans le cas ou a < b et A € R, on retrouve 'aire d’un rectangle de longueur b — a et de largeur A.

L’expression dans le second membre de (IX.1) porte le nom de somme de Riemann et permet, notamment,
de prolonger la notion d’intégrale aux fonctions de la valeur réelle a valeurs complexes.

Définition 2 : Soient f € €°(I;C) et a, b e L.

— sia <), ondeﬁnlt/ ft)dt = /bRe(f( ))dt—l—i/blm(f(t))dt.

— sib < aonpose/f /f a

En particulier, cette définition entraine :

[vael, /af(t)dtzo.]

Vocabulaire :
b
— / f(t)dt se lit « somme de a a b de f(t)dt ».

— a et b s’appellent les bornes d’intégration.
— La fonction a intégrer s’appelle I'intégrande.

— Le t dans « dt » est la variable par rapport a laquelle on effectue les calculs. Ell
d’autres lettres peuvent étre utilisées :

b b b
[ = [ swau= [ seae=
Théoréeme 4 :

Soient f, g € €° (I;C) et a, b € L.
b b b
Linéarité : V )\ e C, / <)\f(t)+g(t)>dt:)\/ () dt+/ g(t) dt.
¢ b (Z ac
Relation de Chasles : Vc €1, / f(t)dt +/ f(t)dt :/ f(t)dt

/f dt’ /|f )l dt.

Inégalité triangulaire : si a <

e est dite muette,

A laide de la relation de Chasles, on redémontre facilement que :

1. /abf(t)dtJr/baf(t)dt:/aaf(t)dtzo = /baf(t)dt:—/abf(t)dt

Lycée Jules Garnier
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2. Soit fe€°(1;C)etacl

SiF: x|—>/f )dt alors Vaz,y € I, F(y /f dt—/ f(t)de

X1 34LIdVHD

_ / () dt + / () dt (IX.3)

Exercice 4 : A laide de 'inégalité triangulaire, pour tout z réel, montrer que |sin(z)| < |z.

Correction : [sin(z)| = Parité

|z[>0 plz] ||
</ ycos<t)ydt</ dt = |2,

0 0

/Ow cos(t) dt /Owl cos(t) dt

Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs REELLES.

Proposition 5 (Cas des fonctions a valeurs réelles) :
Soient f,g € €° (I;R) et a, b € 1.

b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / ft)dt >0

Stricte positivité : Sia <bet f > 0 sur [a;b], alors :

-

b
/ f)dt=0 < f=0sur [a;b].

Si f est a valeurs strictement positives sauf éventuellement en un nombre fini de points et si

b
a < b alors / f)dt > 0.
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b b
Croissance : Si f(t) < g(t) pour tout t € [a;b] alors : / f(t)dt < / g(t)dt.

va

En particulier, si m < f(t) < M pour tout t € [a;b] alors :

m(b—a) /)‘ t)dt < M(b—a).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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b
Figure IX.4 — D’un point de vue graphique, laire / f(t) dt est encadrée par aire des deux

a
rectangles inférieur et supérieur. L’intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
ne peut donc faire n’importe quoi comme devenir infinie par exemple. Elle est bornée par le
produit des extrema de la fonction par la longueur de l'intervalle.

Remarque : La croissance de I'intégrale est une simple conséquence de la positivité. Il suffit d’appliquer
le premier résultat a la fonction positive g — f.

11.2 Lien avec les primitives

Ce qui suit montre le lien de réciprocité entre la dérivation et 'intégration de fonctions, et fournit un
moyen effectif de calculer une intégrale a l'aide de primitives, et réciproquement.

Théoréeme 6 (Fondamental) :
Soient I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue et a,b € 1.

(i) F,: 1T — C est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

r /T f(t)de
a , )
(i) Pour toute primitive F de fsur I: / f(t)dt = F(b) — F(a), noté [F(t)} :

En particulier, la valeur de I'intégrale est indépendante du choix de F.

Preuve : Soit f € €° ([a;b];R).
(i) On ne va démontrer, pour I'instant, ce théoréme que dans le cas ol f est continue et monotone, par
exemple, croissante sur I. Nous donnerons une démonstration compléte au deuxieme semestre.

a
[l est déja clair que F,(a) = / f(t)dt = 0. Si elle existe, cette primitive sera donc unique.
a

Soit z; quelconque dans I'intervalle 1.
Montrons tout d'abord que I, est continue en z,.

Considérons alors h € R* tel que zy +h € L.

/a:0+h fo

To

zg+h
< / (1) dt

To

[Fo(zg+h) = Fo(zo) =

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Comme f est croisante sur [z, ;x, + h] ou [z, + h; x| suivant le signe de h,

[fO] < My, = max ([ f(xo)]; [f (o + h)])-

0

D’ou,

h—0

xo+h
:M%/ dt =M, xh—>0.

0

Donc, }llir% f(xy +h) = f(zy) ie. fest continue en z, € I quelconque i.e. f € €°(1).
—

Montrons alors que F, est dérivable en x, de dérivée f(x,).

Cas h > 0 : D'apreés la relation de Chasles,

zq zo+h a g zo+h
F, (2g+h)—F, (o) = / £(t) di— / fyde= [ foder / f(t)dt = / £(t)
a a zg+h a Lo

Or, la fonction f étant croissante sur I, elle I'est en particulier sur [z ;z, + h]. Pour tout ¢

compris entre x;, et £, + h on a donc :
A

N e e e e - —————

T :L‘0+i

fxg) < f(t) < flag + h).

Comme la fonction f est continue sur [z ; x, + h], on peut intégrer sur celui-ci et, par croissance
de l'intégrale, on a :

xo+h
h><f(fco)</ F()dt < hx flzg +h)

0

hf(zg) < F,(zg+h) —F,(zg) < hf(zg+h)

En divisant I'inégalité par h > 0, on obtient alors un encadrement du taux de variation de F,
en x :

flag) < TP XM ZEal0) o gy )

Comme f est continue en x, alors }lbirr(l) flzg+h) = f(zy).
—

D’apres le théoreme d'encadrement, on en déduit :

Fa<x0 + h) — Fa(xO)

lim = f(xg).

h—0+ h v

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier

X1 34LIdVHD

-

<
2
&
-
<
m
n
m
—l
0
>
r
(@)
C
=
)
O
2
_l
m
()
A
>
~
m
n




II. INTEGRALES PTSI VINCI - 2025

Cas h < 0 : Le méme raisonnement conduit successivement a :

-

CHAPITRE IX. PRIMITIVES ET CALCULS D’'INTEGRALES

hx f(xyg+h) <F (xqg+h)—F,(zy) < hx flzg).

Fa<x0 + h) — Fa(x())

Puis, f(zy+ h) > - > f(z) (h<01).
F h)—F
Et enfin, lim Lot M =Falo) _ 00y
h—0~ h
Conclusion : lim Falo +h) = Fo(20) = lim Falzo +h) = Fo(20) = f(z).
h—0+ h h—0~ h

La fonction F, est donc dérivable en tout z, de I et F/ (z,) = f(z,). La fonction F est donc
dérivable sur T et telle que F' = f: c'est une primitive de f sur L.

Comme F,(a) =0, c’est bien I'unique primitive de f sur I qui s'annule en a.

Remarque : On vient de définir une primitive de f sur I a partir de son intégrale.

(ii) Soit F est une primitive de f sur I. on sait que les primitives d'une méme fonction sur le méme
intervalle different d'une constante i.e.

JeeR/Vzel, F () =F(z)+c.

Or, F,(a) = 0.

Dol ¢ = —F(a) e / F(t)dt = F(z) — F(a).

b
Pour x = b, on obtient bien / f(t)dt = F(b) — F(a) que I'on note :

b b
/ F(6)dt = [F(t)]a — F(b) — F(a).

Remarque : Réciproquement, a partir d’une primitive de f sur I, on peut définir son intégrale. C'est

I3 toute la force de ce théoréme de lier deux notions apparemment tres différentes : primitivation et
intégration.

.

T
Quand on calcule une primitive z / f(t)dt d’une fonction continue f, le choix

a
du réel a importe peu car deux choix différents conduisent au méme résultat a une
constante additive pres. On omet ainsi souvent la borne inférieure de 'intégrale

ATTENTION quand on calcule une primitive.

La notation des intégrales sans borne inférieure nous permet de faire du calcul A
CONSTANTE ADDITIVE PRES. Le symbole d’égalité = qui y figure n’est pas un
vrai symbole d’égalité, c’est plutot un symbole de congruence = modulo I’ensemble
des fonctions constantes.

F. PUCCI
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Exemples 10 :
1
a+1

1
— Va€R+,/ z¥dx =
0

X1 34LIdVHD

1 thrl 1 1
En particulier, retenez que, Vn € N, / thdt = [ ] =
0 0

n+1| n+1

— Il faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées de composées les
plus classiques, qui permettent de calculer directement des intégrales pas toujours évidentes a
repérer. Ainsi,

" 1 L 1 .]' e—1
) / cos(t) sin® () dt = [ sin4(t)} = 0. o tet’ dt = |=et’| = .
A 1 0 2¢ |, 7 2

x
Exercice 5 : Déterminer / e !sin(t) dt.

Correction : / e tsin(t)dt = / Im (e-1*D) dt = Im (/ el=1+1)t dt)

(—1+1i)=x 1 g iz
=Im R — | = —Im —< +i)e e ”
—141i 2

—x

= —(sin(x) + cos(z))

-

A Tlinstar de la démonstration précédente, la croissance de l'intégrale est une propriété puissante dont
nous nous servirons beaucoup en fin d’année. A ce stade, elle nous permet, par exemple, de redémontrer
élégamment nos petites inégalités classiques de convexité.
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Exemple 11 : Vz € R, e >1+x.
Preuve : ViR, et >1 < t>0.
Donc, V2 > 0, ew—lz/ etdt>/ dt = z et,
0 0
vzgo,lemz/ etdtg/ dt =—2 <= e*—12>uz.

Dans tout les cas, on a le résultat escompté.

Corollaire 6.1 :
Toute fonction continue sur I possede des primitives sur 1.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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x
Autrement dit, soit f une fonction continue sur un intervalle I, la fonction F définie par F(z) = / f(t)de
a

est une primitive de f sur I pour tout a € I. C’est LA primitive de f sur I qui s’annule en a.

vzel, (/:f(t)dt)/ = o).

Un type d’exercices tres classique (et donc a maitriser) consiste a faire étudier une fonction définie par
une intégrale a bornes variables. Méme si on ne sait pas intégrer la fonction sur 'intervalle, on pourra
toujours réussir a calculer explicitement sa dérivée et ainsi trouver son comportement, comme dans les
exercices suivants.

Exercice 6 : Soient I, J deux intervalles de R et des fonctions f : J — R continue et a,b : [ +— J
dérivables.

b(z)
1. Montrer que H : z +— / f(t)dt est dérivable sur I et exprimer sa dérivée.
a(z)

222
2. Etudier la fonction définie par z — / In(1+¢)dt
x2

(définition, dérivabilité, variations).

b
Le théoreme (6) ramene donc le calcul de 'intégrale / f(t)dt a la recherche d’une primitive F de f sur

[a;0]. Il est important de faire le paralléle avec la résolution des équations et la nécessité de les factoriser :
la résolution d’une équation dépend de sa factorisation, le calcul d’une intégrale dépend de la connaissance
d’une primitive de 'intégrande.

La est toute la difficulté. Cela semble simple sur des exemples élémentaires mais ne croyez pas que ce
le soit. Nombre de fonctions pourtant simples en apparence n’ont pas de primitives explicites comme

.2
T e T,

x
Exemple 12 : 2 — / e~t* dt est la primitive de ¢t — e~ t* qui s’annule en zéro.
0

Méthage 2 (Calcul d’'une intégrale a I'aide d’une primitive) :
Soit f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] a calculer.

a

1. On cherche une primitive F de f sur [a;b].
b b
2. On écrit et calcule : / f(t)dt = {F(z‘)] =F(b) — F(a).

3. C’est tout!...

Exercice 7 : Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

0 el T
T R 2. / In®) 4 3. / &) gin(t) dt
1t T ;

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Définition 3 (Fonction de classe ¢') : Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.
Une fonction f: A — C est dite de classe €' sur A si f est dérivable sur A et f’ est continue sur A.

On note €* (A ; B) I’ensemble des fonctions définies sur A & valeurs dans B de classe €' sur A.

X1 34LIdVHD

Il est clair que € (A ;B) est stable par somme, produit et quotient de deux fonctions de classe ¢ dont
le dénominateur ne s’annule pas.

On transposera également les propriétés de stabilité par composition.

Corollaire 6.2 :
Soit f € €1 (I1;C).

b
Alors, pour tous réels a,b € I,  f(b) — f(a) = / f(t)dt.

ITI/ Pratique élémentaire de I'intégration

En accord avec le théoreme (6), avant toute manipulation d’intégrales ou de primi-
tives, on s’assurera de l'existence de ’objet en précisant bien que 'intégrande est
ATTENTION continue sur l'intervalle d’intégration i.e. on commencera toujours par écrire :

-

La fonction ... est continue % sur Uintervalle ... et on a ..

II1.1 Intégration par parties
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Proposition 7 (Intégration par parties) :
Soient u et v sont deux fonctions de classe &

b b b
/ 'u/(:f)('(f)(lf:{11(7‘)’1'(7‘)} / u(t)v'(t) dt.

a

1 sur [a;b] & valeurs dans C.

Ya Ya

En terme de primitives, on écrira simplement :
/ u' (t)v(t) dt = u(x)v(x) — / u(t)v’(t) dt.

Preuve : Comme produit de fonctions de classe ¢ sur [a;b], la fonction uv I'est également.

En particulier uv est dérivable sur [a ;0] et on a:

Viela;b], (uv>/(t) — u (£)0(t) + u(t)' (£).

|6]. ou de classe ! pour une intégration par parties.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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La fonction (uv)’, u’v et uv” sont également continues sur [a ; b] donc admettent des primitives d’aprés le
théoreme (6) fondamental.

D'od, /ab (uv)l(t)dt:/abu’(t)v(t)—i-u(t)v’(t) dt

Cette formule sera tres souvent utilisée dans le cas d’un calcul d’intégrale de produit peu évident, que
I’on souhaite transformer un produit plus simple.

Il faut bien comprendre que lors d’une intégration par parties, souvent abrégée en « IPP » I'une des deux
fonctions du produit est dérivée et 'autre intégrée.

On essaiera donc de prendre pour v des fonctions qui se simplifient en dérivant (par exemple v(t) = t,
ou v(t) = In(t)), et pour v’ des fonctions qui ne se compliquent pas trop quand on intégre (par exemple
u'(t) = eb).

Retenez que l'intégration par parties sera particulierement utile pour :
— intégrer des fonctions dont la primitive n’est pas triviale.
— obtenir des relations de récurrence entre des intégrales dépendant d’un entier naturel.

Exercice 8 : Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

1. z+— In(z). 2. z +— arctan(z). 3. x +— arcsin(z).

Correction :

1. Il n'y a pas de produit, ce qui peut sembler rédhibitoire pour une « IPP ».

Ce n’est en fait pas un probléme, on pose simplement v(t) = In(t) et u’'(t) = 1, ce qui donne

1 t L
v (t) = = et u(t) =t soit u(t)v'(t) = ;= 1, pas trop difficile & intégrer.

Les fonctions u et v étant de classe €' sur R, I'intégration par parties s'écrit :

/xln(t)dt:xln(a:)—/mtx 1dt:xln(m)—/mldt:mln(x)—x.

2. Pour x +— arctan(z), le raisonnement est analogue en posant u : x — x et v : x > arctan(x)
de classe €1 sur R :
w 1 [* 2t 1
arctan(t) dt = x arctan(z) — = dt = zarctan(x) — 2 In (1+22).

2 14+¢2 NS
>0

3. Sur]—1;1], les fonctions u : & — x et v : x — arcsin(z) de classe €1 et une IPP s'écrit :

dt = xarcsin(z) + V1 — 2.

X
/ arcsin(t) dt = x arcsin

- 7=

On aura pris garde 31 —t2 > 0, VYt € |—1;1[ avant d'intégrer.
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Bien vérifier que tous les facteurs du produit sont bien de classe €.

ATTENTION Une rédaction correcte commencera toujours en le précisant méme rapidement :

« Les fonction z s u(z) et x — v(z) étant de classe € sur [a;b], on effectue une
IPP et on a.. »

X1 34LIdVHD

La seule difficulté avec les IPP est de choisir qui sera u et qui sera v !

En effet, pour pouvoir dériver u, il faudra savoir intégrer v’, c’est le prix a payer et espérer tomber sur
une intégrale familiére.

La, il n’y a pas de regle, seuls I’habitude, I’entrainement et le talent vous permettront de savoir quoi
choisir.

Il existe cependant une méthode qui permet majoritairement, d’aboutir au résultat voulu. La solution
n’est pas garantie, mais marche a, disons, 90% :

Méthode 3 (Méthode ALPES) :
La méthode « A.L.P.E.S » donc consiste a toujours dériver les fonctions qui se situent le plus a gauche
en premier avec :

A - pour arctan, arcsin, arccos, ..
L - pour Logarithmes

P - pour fonctions Polynomiales
E - pour Exponentielles

S - pour sin, cos, tan, sh, ch, ..

-

Exemples 13 : Si on veut intégrer z sin(z), on va dériver la fonction polynomiale et intégrer le
sin vu que dans l'ordre de priorité, la famille P des fonctions polynomiales vient avant la famille
S des fonctions trigonométriques :

SATVUODILNILA STINDTVD 13 SAAILINIY

/1’ tsin(t) dt = z(—cos(z)) — /-’v 1(—cos(t)) dt = —x cos(x) + sin(z).

De méme, pour intégrer 2z arctan(z), on va commencer par dériver I’ Arctan et intégrer la fonction

polynomiale P :

T 1 + t?
1+ ¢2

dt = (1 + 2?) arctan(z) — .

/I 2t arctan(t) dt = (1 + 22) arctan(z) — /

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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II1.2 Changement de variables

Parfois les primitives usuelles et I'intégration par parties ne suffisent pas a calculer I'intégrale.
On va réécrire I'intégrale différemment en « changeant la variable » de maniére a faire apparaitre, si

possible, une fonction plus facile a primitiver.

Proposition 8 (Changement de variables) :
Soient I un intervalle de R et f : I — C une fonction continue sur I et ¢ : [a;b] — I une fonction de
classe €1 sur [a;b] & valeurs dans 1. Alors :

p(b) b
[ t@as= [ sew)e @

Yp(a) Ya

On dit qu’on a effectué le changement de variables x = ¢(1).

Preuve : Continue sur I, f posséde une primitive F d’aprés le théoréme fondamental et on a :

/“’(b) flz)dz = [F(J:)]W(b) =F(p(b)) — F(p(a)).

p(a) w(a)

Par composition, la fonction F o ¢ est de classe ¢’ sur [a;b] et y est une primitive de (fo ) x ¢’. On a

aussi :
b

b
[ Gooog@a=[Fouv] =Flet) ~Flela).

Par transitivité, on obtient bien :

Méthode 4 (Calculer une intégrale a I'aide d’un changement de variables) : b
En pratique, on n’utilise pas vraiment la formule telle quelle. Si on dispose d’une intégrale / f(t)dt
a

avec une fonction compliquée et qu’on souhaite remplacer une partie de la fonction par une nouvelle
variable, on procedera dans 1’ordre :
1. On « pose » x = ¢(t) qui marque la dépendance de = a t notée aussi z(t).
dx
2. On dérive les deux membres de l’expression : Fribe ©’(t) que 'on écrit a la physicienne :
dz = ¢’ (t) dt.

3. On multiplie les deux membres par f(z) écrit pour obtenir f(z)dz = f(¢(t))dt que l'on
remplace dans l'intégrale.

4. On remplace les bornes a et b par ¢(a) et ¢(b).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Lors d'un changement de variables réalisé sur une copie, on ne garde qu’une variable

dans chaque intégrale écrite : pour chaque symbole [ écrit, une seule variable doit

apparaitre, et non un mélange entre l’ancienne et la nouvelle : M si on

a posé r = p(t).

ATTENTION

X1 34LIdVHD

2t

1
Exemple 14 : Calculons/ dt.
0

et +1
1. On pose x = e'. La fonction ¢ — e’ est bien de classe ¢! sur [0;1] & valeurs dans [1; e].
d
2. dz = etdt — — —dt.
T

et z? dx x

t = — = dz.
et +1 z+1x r+1

. Lorsque t parcourt [0; 1], « parcourt [1; e] dans ce sens.
On en déduit :

S

2t

[S] e 1 e
edt—/ ° dx—/ 1— de = |z—Injz+1|]| =e—In(e+1)—1+1n2.
et +1 S s x+1 1

1

Exemple 15 : Calculons / V1—x2dx.
0

1. On pose z = sin(u) <= u = arcsin (z). La fonction x > arcsin (z) est bien de classe € sur

[0;1] & valeurs dans |0;

|

En particulier, cos(u) = V1 — x? car cos(u) > 0 sur [O; g}
2. dz = cos(u) du.
3. V1 —z2dx = cos?(u) du.

T
4. Lorsque x parcourt [0;1], u = arcsin (x) parcourt [O; 5} dans ce sens.
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On en déduit :

ol

1 3 1 (3 17 1
/ V1—2z2dx = / cos?(u)du = / 1+ cos(2u) du = - [u + = sin(2u)] —
b 5 2 4 2 2 0 4

Méthode 5 (Calculer une primitive a L;aide d’un changement de variables) :
Pour déterminer une primitive z f(t)dt a I'aide d’'un changement de variable :

1. On réalise un changement de variable dans la primitive de f de la forme

t = o(u).

Le changement de variable pour les primitives s’écrit avec la notation intégrale sans borne

4z —L(x)
inférieure / f(t)dt = /QD fle(w)¢’ (u) du.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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2. On trouve une primitive F de f(¢(u))¢’ (u) :
[ 10 =@ = p(o @)

Remarque : On n’oubliera pas de revenir a la variable initiale.

dt
V1t

x
Exemple 16 : Déterminons la primitive de /

Posons u =t + /2 + 1.

Comme 1 +t2 > 0 sur R, la fonction ¢ : t — @(t) =t + /1 +#2 y est bien de classe ¢! sur R et on

a .
VE 1
duz(l—l— ! )dt: Pritt o % g ORI
2 +1 Vitz +1 VitZ +1 U t2+1
dt

?() qu
_— = pum— 2
/ ” In(u) = In <:1: + Va2 + 1) sur R.

1
6 —t2

dt

dt

W
o 3+ e

NG
2. |
V3

Correction :
T
1 /

d
Alors u € [1;2] lorsque t décrit [0;1n(2)] et du = e’ dt ce qui s'écrit aussi dt = «
u
/ln(2) /2 1
. , Su+1

Remarque : Le changement de variables n’est pas du tout justifié ici.

In(2) In(2)
En effet, / 1 dt :/ (7>
0 0 4

3+
dt : Le changement de variables a pour but de se ramener a quelque chose

5 dz : Soit le changement de variables (croissant) u = €.

e*(l}

1 S|
du = [3ln\3u+1]}1:31n(1>.

t
= 1
3+ e | 342U
u

1d21du

ln(2) 1
= —1In

3

t
e

——dt=

3et +1

1
Lajse 1]

et
1
V6 — 12

0

2. Considérons /

de connu.

F. PUCCI
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Ici nous avons une fraction avec une racine carrée au dénominateur et sous la racine une fonction
polynomiale de degré 2. Ce que I'on sait intégrer c'est :

du = arcsin(u),

X1 34LIdVHD

=

1
car on connait la dérivée de la fonction arcsin, c'est arcsin’ = ——.
V1—u? g
On va donc essayer de s'y ramener. §
& e 1 dt —
[ e [t =
a R V6 <
V6 m
wn
o . t dt

Il est alors légitime de penser a poser u = — i.e. du = —. m
6 V6 -
On a alors : (@)
| b IE
/ 5 dt = ﬁ du '®
V3 V6—t te[\/g;\/é] L 1—u c
ue[i;l] -
2 . 1 m

= {arcsin(u)] = arcsin(1) — arcsin () _ L _r_Z
e V2 2 4 4 O
o 2

3. / —————dt : La méthode est identique avec la méme idée.

Essayons d'écrire ce qu'il y a sous la racine, 9t — t? sous la forme 1 — u? : gg
t—3)\2 >
6t—t2:9—(t—3)2=9<1—(>>. -
3 m
n

t—3
Donc il est naturel d'essayer le changement de variables u = — PO lequel 6t — 2 = 9(1 — u?)
et dt = 3du.

6 1 1
1 1 du 17
dt:/ 3du:/ ———— = |arcsin(u)| = —.
/3 V6t—t2 0 9(1_U2) 0 Vl—u2 |: ( )]0 2

%=
Remarque : Comme t € [3;6], alors

t—3 1
sin(v) = — = cos(v)dv = gdt < dt = 3cos(v)dv.

€ [0;1], il est donc tout aussi naturel de poser

On a alors :

)
o
(@]
wn
—
S
S~—
a
4
Il
S—
SE]
o
o
o
S
Il
S—
N
a
4
Il
IE

/61&_1/6df_ /
s V6t — 2 3 Js 1_<t73>2 t€[3;6] 1 — sin?(v)
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Proposition 9 (Changement de variables affine) :
Soient f : I+ C continue et (o, 3) € R* x R.

~ab+ b
Si at + B € I pour tout t € [a;b], alors / flx)dx = a / flat + B)dt.

Yaa+B Ya

Preuve : La fonction ¢ : t — ot + 3 est clairement de classe ¢! sur R donc, en particulier sur [a;b], 3
valeurs dans I par hypotheése.

On peut donc effectuer le changement de variables x = at + S et on a dx = adt puis, d'aprés la
proposition (8) ,

ab+f

p(b) b b
/ f(a:)d:c:/ flat+p)adt <= f(:c)dx:oz/ flat+ B)dt.

v(a) aa+p

Voici quelques applications importantes :

Corollaire 9.1 (Intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques) :
Soit a > 0.

1. Si f:[—a;a] — C est continue et paire alors / f(t)dt = 2/ f(t)de.
—a 0

2. Si f:[—a;a] — C est continue et impaire alors / f(t)dt=0.
3. Si f:R+— C, continue et T-périodique (T > 0) alors pour tous réels a,b on a :

war= [ rwa o« [ sma= [ jwa
a v '

a+T

Preuve :

a 0 a
1. D'apres la relation de Chasles, on a : / f(t)de —/ f(t) dt—i—/ f(t)dt.
- — 0

a a

Posons u = —t dans la premiére intégrale, de classe ¢! sur [—a;a] a valeurs dans lui-méme.
Rapidement, on a du = —dt, f(t) = f(—u) = f(u) par parité de f.

a 0 a a a a
Dot / F(t) dt :/ Flu)(—du) +/ F()dt :/ Fu) du+/ £(t) dt = 2/ F(t)dt.
—a a 0 0 0 0
2. Le méme raisonnement avec f impaire, conduit a :
a 0 a a a
/ f(t)dt:/ —f(u)(—du)+/ f(t)dt:—/ f(u)du—l—/ F(#)dt = 0.
—a a 0 0 0
3. La fonction f étant périodique, son domaine de définition est donc invariant par translation de
vecteur T7%.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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On commence par utiliser la relation de Chasles pour se ramener a l'intégrale que I'on veut puis un
changement de variables affine :

/a+Tf(t)dt=/Of(t)dtJr/Tf(t)dt+/a+Tf(t)dt
a ; | |

:/aof(t)dt+/OTf(t)dt+/0af(u—l—T)du

t=u+T

0 T a
= dt + t)dt + d
;§>@i: NG u

T—périodicité
T
_ / F(t) dt.
0

X1 34LIdVHD

Exemples 17 :
— VneNeta>D0, /:U2"d:v:2/ x2"dxet/ z?"tldx = 0.
- 0

a

2 s
— / sin(t) dt = / sin(t) dt = 0.
0 —T

—a

Exercice 10 : Montrer que si f € €°([a;b],C) alors

-

b 1
x)dzr = (b—a a b—a)t)dt.
[(ﬂ> ( >é'ﬂ +(b—a)t)

<
2
&
-
<
m
n
m
—l
0
>
r
(@)
C
=
)
O
2
_l
m
()
A
>
~
m
n

1 1
Exemples 18 : Primitivesde x — —————~ et 1 +— ——— aveca € Ret b > 0.
@—ap 102 7

1. On effectue le changement de variables © —a = bt, d’ott do = bdt et on a :

/da: —1/dt —lrtn(t)—lrtncn_a)
@—aZ+b2 b)) 11 proamzpactaniT )

2. On effectue le changement de variables x = bt, d’ou dz = bdt et on a :

= arcsin(t) = arcsin (%) .

Exercice 11 : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considé-
rés :

1 V1426 1
l. 2— ———. o e 3. v+ .
V2x — x2 % Bl x Vitz+vV1—¢
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Correction :

1-/@‘“:/@“

2. On pose u = 25 puis v = V1 + u (ou directement u = /1 + x0) et on obtient :
V1426 Yl 4=a® 1 [V1i4u
——dr= | —F5—2dr = = ” du
i G

1 v 1 v? 1 1
== dv== [ ——dv== d
6/#—1UU 3/#—1” 3@+/ﬁ—1”)

= arcsin(z — 1) sur [0;2].

1( +11v—1D
= - —1In
3\ T L
1 Vitad—1
- 1+x“+71 ik
3 VI+ab+1

(1+1t)—

= = 2 2
2(/ _1udu+/1_ vdv)

(en posant u =+vV1+tetv=v1—1t)

:/(1+u21_1>du+/(—1)+1_11)2 dv

+1<1 ‘1—u‘+1 ‘14—1})
=u— —(In n
R Gl Y 1—v

1 VI+t— t 1 ¢TI’ T V11—t
P == - 2< : ‘“)

1 1— 1 14+VI=
Y Sy, e ) e /) BV ‘+ T
2 1+v1+2x vV1—=x

A retenir 1 (En pratique) :
Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois regles ou méthodes essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme 2 — v/ (z)f’(u(x)) dont une primitive sur I
est z +— f(u(x)).

Par intégration par parties : On remplace le calcul d’une primitive par le calcul d’une autre plus
simple aprés avoir bien vérifié et stipulé que les intégrandes concernées étaient de classe €'
sur L.

Par changement de variables : ¢ étant de classe €’ sur I, on pose t = p(u), et donc dt = ¢’ (u) du,
et on a:

x »(z)
/ o’ (u) f(p(u)) du = / f(t)dt avec t = p(u).

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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IV / Primitives de fonctions rationnelles

P(x)
Q(z)

trouver une primitive « & vue ». Heureusement, la théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre
que toute fonction rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

Considérant une fonction rationnelle sous sa forme générale , il est pratiquement impossible d’en

X1 34LIdVHD

1 1

p—— (x—a)k’

On parlera d’éléments simples de premicre espéce. Et de termes de la forme :

. 1 ar + . 1 ar +
o 1 L4 T 1 ) L4 9
ar? +br +c ax? +bxr +c (azx? + bx + c)F (ax? + bx + c)F

avec k> 1,a# 0et A =b%—ac <0.
On parlera d’éléments simples de deuzxiéme espéce.

En substance,

A retenir 2 :
— Soient a, §,7, ... € R, il existe a,b,c,... € R tels que : Vz € R\{«a,S,7,...},

1 _a b c
@—o)z—B@—7~ z-a z-B z—9

-

— Soient a, 3,7, ... € R et n € N*, il existe ay,...,a,,b,c,... € R tels que : Vo € R\{«a, 5,7, ...},

) n’

1 ay, a a; b &
G-y e—pe— - @-ar  @-art Tamatemp Ty

<
2
&
-
<
m
n
m
—l
0
>
r
(@)
C
=
)
O
2
_l
m
()
A
>
~
m
n

— Soient a, 3,... € R et u,v € R tels que u? — 4v < 0, il existe a,b,... € R et A\, u € R tels que :
Ve e R\ {a,B,...},
1 Az 4+ p a b

(? +uz +v)(z — a)(x — B) - - :L‘2—|—ux+v+:c—a+:v—ﬂ+m

Seule, la premiere décomposition est a connaitre en PTSI. Vous pourrez rencontrer les suivantes et
quelques autres non présentées ici mais, dans ce cas, I’énoncé ou ’examinateur vous aideront toujours.
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IV. PRIMITIVES DE FONCTIONS RATIONNELLES

PTSI VINCI - 2025

IV.1 Généralités sur la décomposition en éléments simples

En PTSI, la théorie de la décomposition en éléments simples n’est pas a connaitre dans sa généralité.

Vous ne rencontrerez essentiellement que des fonctions a poles réels simples. Dans les autres cas, la

décomposition sera indiquée ou simple.

Il est cependant utile de connaitre quelques petites techniques, qui évitent de recourir au calcul brutal
consistant a mettre au méme dénominateur tous les termes pour identifier.

— Dans le cas des poOles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme X — a, on peut multiplier
les deux membres par X — a puis évaluer 1’égalité pour X = a.

Exemple 19 (Pdles simples réels de premiére espéce) :

2x+ 3

Décomposition en éléments simples de f(z) = —

22 —x—2
— On commence par factoriser le dénominateur afin d’identifier les poles et leur multiplicité :

2x 4+ 3

?—z—-2=(x+1)(z—2) et f(a:):m

— La théorie nous assure alors que :

(IX.4)

2z + 3 bz +1)
p— +7.

=a
r—2 x—2
Expression qui peut alors étre évaluée en x = —1, le pole ayant disparu.

— Pour x # —1, on multiplie 'égalité (IX.4) par z + 1, ce qui donne :

1
On trouve alors —3 = a.

— On iteére le raisonnement précédent a tous les poles simples. Ici, en multipliant par z — 2
et en évaluant en = = 2.

On trouve b = g

1

3(x+1) + 3(x—2)
contenu dans R\ {—1, 2} est de la forme :

— Conclusion : f(x) = — et toute primitive de f sur tout intervalle 1

(z—2)

1 7 1
x|—>—§ln\x+1\+§ln\x—2\:§ln P

4

— Dans le cas de poles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement précédent s’applique en
multipliant les deux membres de la décomposition par (x —a)™ et en identifiant pour z = a mais
seulement pour le coefficient de plus haute multiplicité.

Exemple 20 (Pdles simples et multiples réels de premiére espéce) :

z+1
(x—1)2(x+2)

Décomposition en éléments simples de f(z) =

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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— Celle-ci s’écrit :

X1 34LIdVHD

a b c
fz) = (x —1)2 +x—l +:1:—|—2'
— En multipliant par x + 2, on obtient :
r+1 a b
(x —1)2 - ((m—l)Q +x—1) =)
2 . 1
En évaluant en x = —2, on obtient ¢ = —5°

— En multipliant par (z — 1)2, on obtient :

z+1

c(x —1)2
T+2 '

r—2

a+blx—1)+

2
En évaluant en x = 1, on obtient a = — facilement mais on perd 'occasion de déterminer
b a cause de la présence du facteur x — 1.
— En attendant de disposer de moyens plus efficaces, deux méthodes s’offrent a nous :

1. On pourra toujours évaluer la fonction en z = 0 par exemple et identifier. Le coefficient
b est alors solution de I’équation
1 c 1 2 1 1

2. On utilise habilement les limites des fraction rationnelles en +o0o apres avoir multiplié
par x les numérateurs :

z(zx+1)

(a) xggrnoo fL‘f(ZL‘) - xggrnoo (.’E = 1)2<$ + 2) = 0 d'une part. \
. a b c 7
(b) xggrnoox ((m—1)2 + poo + $+2> = b + ¢ d’autre part.
1

(c¢) En identifiant, b est solution de 1’équation 0 = b — 9

<
2
&
-
<
m
n
m
—l
0
>
r
(@)
C
=
)
O
2
_l
m
()
A
>
~
m
n

1
On retrouve b = i

. . _ 2 1 — !
— Conclusion : f(z) = 3@—1) + 9z—1) 9xz+2)

J !

— S’il y a des termes de degré supérieur, on peut obtenir une équation sur les coefficients en évaluant
I’égalité pour une valeur simple de z (souvent x = 0) sans multiplication préalable.

— On peut également obtenir une équation en regardant la limite quand z tend vers 400, en multipliant
au besoin par x ou z? pour faire apparaitre des limites non nulles.

Exemple 21 (Pdles simples de premiére et deuxiéeme espeéce) :

Décomposition en éléments simples de f(z) = .
3 +1

— On commence par factoriser le dénominateur dans R :

P4+1=(x+1)(z2—z+1).
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Le deuxiéme facteur ayant un discriminant négatif, on ne peut aller plus loin.

— La théorie nous assure alors que :

bx + ¢
x+1+:c2—x+1‘

a

f(z) = (IX.5)

— En multipliant par x 4+ 1, on trouve rapidement a = 3

— Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut regarder en 0 pour

1 2
t 1=- <= c=-—.
rouver 3 +c c 3

Enfin, on peut multiplier par x et regarder la limite en +o00, ce qui donne

2
br? + Sz
lim = lim —— lim .
omtoo 73+ 1 arboo 3z +1) | eoioo 22—+ 1
1
0==-+0b
3 +
1
b= —=.
3
. 1 x_2
— Conclusion : f(x) = 3(z+1) B 3(x2—x+1)

Remarque : Rien empéche de faire un petit tour dans C et de poser « et @ les racines
complexes 22 —z + 1 = (z — a)(z — @).
L’égalité (IX.5) s’écrit alors :

1 1

z+1)(z—a)z—a) 3(@+1)

bx + ¢
(x —a)(z—a)

(IX.6)

On multiplie alors les deux membres de (IX.6) par x — o avant d’évaluer en z = a.. On trouve

alors :
1 _ ba+c PN 1 S
(a+1)(a—a) (a—a) a+1
< 1l=(ba+c)(a+1) < 1=ba?+ (b+c)a+c
Or,a?=a—1,

— l=bla—1)+(b+c)at+c <= 1=—-b+c+ (2b+c)x

En identifiant « partie réelle » et « imaginaire » en « :

— L
0

—b+c b
2b+c

[SCEN )

F. PUCCI
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IV.2 Intégration des éléments simples

D’apres la remarque liminaire du paragraphe (IV) , trouver une primitive d’une fonction rationnelle
revient donc a trouver une primitive des termes constituant sa décomposition en éléments simples :

X1 34LIdVHD

1 1
Primitive de et R
T —a« (x —a)k

k>1: cf " exemple (19) .

axr + o 1
u
ax? +bxr +c ax? +br +c

Toutes les fonctions du type avec A = b? — 4ac > 0 se rameénent & ce

cas la.

Méthode 6 (Primitive d’une fonction rationnelle n’ayant que des pdles simples réels) :
Soient 74, ..., des réels deux a deux distincts et un intervalle I C R\ {ry,...,7,}.

1
Alors, toute primitive de f : z +— sur I est de la forme

(x—1y) .. (x—1,)

sont les coefficients de la décomposition en éléments

xr ZAkln\w—rk| + Cte ou Ay, ..., A

n

k=1
simples de f.

1

Exercice 12 : Déterminer les primitives de  — @1z =2z —3)

sur des intervalles appropriés.

-

Correction : Sur tout intervalle inclus dans R\ {1;2;3}, on a:

/z (x_1>(xd_902)(x_3> :/”” (azil_mi2+mi3>d$:1n (x—1)%(x—3)? .

<
2
&
-
<
m
n
m
—l
0
>
r
(@)
C
=
)
O
2
_l
m
()
A
>
~
m
n

T —2
Primitive de x — —————— (avec a # 0) : On utilise la forme canonique :
ax? +bx +c
2 b\* A 2
ax®+bxr+c=al|lz+—| ——|, avec A = b* — 4ac.
2a 4a?

Selon le signe de A, trois cas se présentent :
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Exemple 22 (Cas ou A < 0) :

/1‘ a /I dt 4 /1‘ dt
2+t+1 ) (41’42 3 ( )2+1

3 2t+1
1 Ve
2%+ 1 2
O, pome & — t\/g ie.dE= —di
4 (¢ Bag 2 8 de
= — = — = — t
3/ £+1 3/ i1 g5 ean)

2 " <2x+1>
— ——=arctan | —— — .
V3 V3

Exemple 23 (Cas ou A =0) :

/”C dt _/f” a1 1
442 +4t+1 ) (2t+1)2 22z +1

dt
282 —t—1"

1. Factoriser le dénominateur : 222 —z — 1 = (x — 1)(2z + 1).

Exemple 24 (Cas ou A > 0) : Calculons /

2. Déterminer la décomposition en éléments simples :

1 a 5
C—D@r+1) z—1 211 (IX.7)

(a) En multipliant les deux membres de (IX.7) par (x — 1) puis en remplagant x par 1, on
1
btient : v = .
obtient : & = 3
1
(b) En multipliant les deux membres de (IX.7) par (2 + 1) puis en remplacant = par —5 on

obtient : ¢ = ——.
3

1 1
D’ou, =3
202 —x—1 x—

3. Utiliser la linéarité de 'intégrale :

a» 0 1 2
/dt:/ 53 Y
22 —t —1 t—1 2t+4+1

1 1 1
:§ln|$—1|—§ln|2x+1]:§ln

m—l’
20+ 11"

1
Remarques : La fonction = — n’est pas définie en —3 et en 1.

222 —x —1

1 1
On travaille donc sur un intervalle inclus strictement dans }—oo ; —5 [, }—2 ;1 [, ou |1;+o0][.
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g ] 1[ 1; oo /”” dt 11 (x—l)
= —00;——| ous ; on a - = .
ur | —00;— | ou sur ]1;+o00], on o2 _¢_1 3™ 2 1

Sur]—l'l[ ona/z(ﬂ—lln(l_ac)
27 22 —t—1 3 2r+ 1/

X1 34LIdVHD

ar +

—————— avec b? — 4c < 0 : Comme 2% +bx+c ne s’annule pas sur R, on peut envisager
22 +bx+c

Primitive de

une primitive de la forme —. On commence par faire apparaitre cette forme et on a :
u

af
at + f a [ 2%+8 / p—=
TP = P gy 2 g
/t2+bt+c 2/t2+bt+c L Ry v

= % In |22 + bz + ¢| + ~ arctan(...).

Exercice 13 : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considé-
Tés :
2
1l 24— ———. 2. z+— — .
z2 1 z®—1
Correction :

-

1. Test I'un des deux intervalles | — 0o, —1[ ou |1, +o0].

Sur I /ﬁdx—lln(ac‘g—kl)
") oxd+1 3 '

2. T est I'un des deux intervalles | — 0o, —1[ ou | — 1, 4+00|. f est continue sur I et admet donc des
primitives sur I.

<
2
&
-
<
m
n
m
—l
0
>
r
(@)
C
=
)
O
2
_l
m
()
A
>
~
m
n

1 _1( 1 X+2 ) 1( 1 1 2X+1 3 1 )
X3—-1 3\X—-1 X2+4+X+1 3\X—-1 2X24+4X+1 2X24X+1
_1( 1 1 2X+1 3 1 >
== — - b .
3\X—-1 2X24+X+1 2(X+%)2+(§)2
Mais alors,
1 1 1 +1
/3331dz:3(ln|az—1|—2111(3:2+:15—i-1)—2\[alrctaunaC 2)
1, (@=1)? L e 2]
= - 1IN —F————7 — —= arctan .
6 22+zx+1 /3 V3
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V. TECHNIQUES A CONNAITRE PTSI VINCI - 2025

V/ Techniques a connaitre

Le programme de PTSI demande explicitement aux étudiants de savoir déterminer des primitives d’un
certain type. C’est I’objet de cette partie.

V.1 Primitives de x > P(z)e*®

Proposition 10 :
Soient P une fonction polynomiale et o un nombre réel.

\OT

Alors z + P(z) e*® admet une primitive de la forme z +— Q(z) e** ol Q est une fonction polynomiale

de méme degré que P.

Méthode 7 (Primitive de = — P(z)e®") :
Soit n le degré de P. Deux méthodes pour déterminer (Q dans la proposition précédente :
n

1. Chercher Q sous la forme z — Z b avec les coefficients b, a déterminer. On calcule la

k=0
dérivée de z > Q(x) e*®, et on réinjecte dans I’équation de primitivation pour obtenir
Q +aQ ="P.

Il suffit alors d’identifier les coefficients dans cette égalité polynomiale pour obtenir un systéme

linéaire en by, ..., b,,, que 'on résout. (On trouvera toujours une unique solution).

2. Si le degré de P n’est pas trop grand, on peut aussi effectuer des intégrations par parties
successives en dérivant P, puis P, ete, jusqu’a épuiser le degré de la fonction polynomiale a
intégrer.

Exemple 25 : / t?etdt =— (22 +2x+2) e "

V.2 Primitives de z — e“* cos(wz)

On souhaite déterminer des primitives de fonctions du type z — e€** cos(wzx) ou x — e“* sin(wx) ou
(a;w) € R%

z 1
Sachant que I'on connalt la primitive [ / e dt = — e ]pour tout a € C*, la méthode générale va étre
a

de se ramener celle-ci & 1’aide des formules d’Euler.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Figure IX.5 — Signaux pseudo-périodiques avec enveloppe exponentielle. La charge d’un
condensateur dans un circuit RLC est de ce type.

Méthode 8 (Primitive de x — € cos(bx)) :
Pour déterminer une primitive faisant intervenir z — e®* cos(bzx) ou = + €% sin(bz), trois mé-
thodes :

1. A P’aide des formules d’Euler, on se rameéne & chercher une primitive de z — el@tib)

puis & en prendre la partie réelle ou imaginaire.

connue

2. Une double intégration par parties doit vous ramener & une équation en la primitive cherchée.

3. On peut aussi postuler que la primitive sera de la forme z — e%* ()\ cos(bx) + usin(b:c)) et

déterminer les constantes réelles \ et p apres dérivation et identification.

Exemple 26 (Primitive de x — e” cos(z) par les formules d’Euler) :

/ ot cos(t)dt = / Re (e(1+i)t> dt = Re (/ e(l+i)t dt)

= Re ( 1 . e(l-‘ri)r)

= Re <<;1> (cos(x) + i sin(m))) e’

Donc, /x el cos(t)dt = (cos(az) + sin(a:)) %oc'

Exercice 14 : Déterminer les primitives suivantes :

1. / cos(t) et dt 2. / cos(2t) et dt

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier
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Correction :

1./ et cos(t)dt = Re(/ e(z“)tdt)

— Re (2_T1 e?®(cos(z) + i sin(l’)))

2cos(x) +sin(x) o,
= e’*.
)

v = 2 2sin(2
2. / cos(2t) et dt = cos( x);— sin(2z) e ”.

Exemple 27 (Primitive de x —— e” sin(2x) par IPP) :
Les fonctions ¢ — sin(2t) et t — et étant de classe €' sur tout intervalle de R, une intégration par
parties s’écrit :
T x X
/ el sin(2t) dt = {sin(?t) et} —2/ cos(2t) el dt

Les fonctions t — cos(2t) et t — e’ sont également de classe € sur tout intervalle de R,
43 e 43
/ e’ sin(2t) dt = sin(2z) ® — 2 [cos(2t) et} - 4/ sin(2t) et dt

/ e!sin(2t) dt = sin(2x) e* — 2 cos(2x) e*

)
Donc, / el sin(2t)(t)dt = (sin(2x) — 2cos(2x)> %.

Exemple 28 (Primitive de x — e 7 sin(2z) par « dérivation ») :
Soient A, p € R tels que ¢ : @ > (Acos(2z) + psin(2z)) e~ soit une primitive de z > e % sin(2z).
 est clairement dérivable sur R et on a :

VeeR, o (x)= ( (21— A) cos(2x) — (2N + p) sin(2x)) e "

Le couple (\; ) est alors solution du systeme :

= A=—-. et pu=_.

2u—A =0 2 1
uw+2x =1 )

—X

e

Donc, /w e 'sin(2t)(t) dt = (2 cos(2x) + sin(2x)>

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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V.3 Primitives de polynomes trigonométriques = — P (cos(z) ;sin(z))

x
Pour les primitives du type / cos™(t)sin™(t)dt, (m;n) € N2, sauf primitivation directe « & I'ceil »,

X1 34LIdVHD

on utilise les formules d’Euler et De Moivre pour linéariser puis les primitives de ¢t — cos(at + b) et
t > sin(at + b).

Exemples 29 :
v 1
1. / cos(t) sin®(t) dt = 1 sin(z). p et ¢ impairs.
= T gin3(2t —cos(28) 1 cos(2z) 2_1
2. / cos? (t) sin®(t) dt = / Sm8()dt i 8/ “ 2 du p et ¢ impairs.

= % (i1’> cos®(2z) — 005(2@')) :

g A cos(x) 1 1
&, / cos?(t)sin®(t)dt = (t) —/ (u? —u*)du = —= cos®(z) 4+ = cos®(z). p pair et g impair.

3 )
’ 3 u=sin(t) sin(z) 2 g 1 o 3 . . .
4. cos?(t)dt = (1 —u?)du = sin(z) — 3 sin (). p impair et ¢ pair.
1 1
5. cos?(t)sin*(t) = i sin?(2t) sin®(t) = T (1 —cos(4t)) (1 — cos(2t)) p et g pairs
1
= (1 — cos(2t) — cos(4t) + cos(4t) cos(2t))
1 1 1 1 1
=% 16 cos(2t) — T cos(4t) + 3 cos(6t) + 3 cos(2t)
L+ L cos(2t) — — cos(4t) + = cos(6t)
= — + —cos(2t) — — cos — cos(6t).
16 32 16 32

-

v 1 1 1 1
5N 2 4 — i — —qi — i —
D’ou, / cos®(t)sin®(t) dt = 193 sin(6z) o sin(4x) + ol sin(2z) + 6%

<
2
&
-
<
m
n
m
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0
>
r
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)
O
2
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m
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A
>
~
m
n

Exercice 15 : Déterminer / cos® (t) dt.

Correction : Deux méthodes : changement de variables u = sin(t) ou linéarisation.

v 1 1 ) 5
/ cos® (t) dt = 1—5(15 sin(t) — 10sin®(t) + 3sin®(t)) ou = sin(5t) + e sin(3t) + = sin(t).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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P (cos(x) ;sin(x))

V.4 Primitives de fonctions rationnelles trigonométriques = —

Q (cos(z) ;sin(z))

P(cos(t),sin(t))
thos( ,sin(t))

on peut toujours poser u = tan 7) pour se ramener a 'intégrale d’un quotient de fonctions polynomiales.

Pour les primitives du type dt ou P, Q sont deux fonctions polynomiales a 2 variables,

2

On a alors :

2 1—u? 2u 2u

dt = T2 du, cos(t) = 152 sin(t) = T et tan(t) = T

Cette méthode fonctionne toujours et ramene le probléme a celui de I'intégration d’une fonction rationnelle.
On peut cependant affiner un peu et user des régles, dites de Bioche 7} :

Méthode 9 (Régles de Bioche) :
(Hors-Programme)
Dans la suite, f est une expression rationnelle en sin(¢) et cos(t).

Ainsi, pour calculer / f(t) dt, on forme l'intégrande : w(t) = f(t) dt.

— si w(—t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = cos(t);
— siw(mr — w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = sin(¢);
— si w( = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = tan(t) ;

— si deux des trois relations précédentes sont vraies (dans ce cas les trois relations sont vraies),
un changement de variables judicieux est u(t) = cos(2t);

t
— dans les autres cas, le changement de variables u(t) = tan <§> s’avere souvent judicieux.

Exemple 30 : Avec le changement de variables u = tan (g), on obtient :

2
v3i V3 V3
3 3

s ys du s
dt 2d 2
[t [ e e[ e
by 1 —sin(t) 01— 2u b (1—u) L—=ul,
1+ u?

Exercice 16 : Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considé-
rés :

1 1

Lo cos(x) i sh (x)

|7]. Ces régles ont été formulées par Charles Bioche lorsqu’il était professeur en mathématiques spéciales au lycée
Louis-le-Grand.
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Correction :
2dt

14+¢2°

1 1+t 2 1
/ d$:/+tdt:/ dt—l’j—l
cos(x) 1—¢2 14¢2 1—12

r 7
= ln‘tan (5 + Z>

1. On pose t = tan (g) et donc dz =

X1 34LIdVHD

tan (§) + tan (%)
1 —tan (%) tan (%)

)

sur ]—f + km; — + k‘ﬂ'{ ou bien

2
/ L dx = / L(? dz = 1ln
cos(z) 1 —sin“(z) 2

. T
ou bien, en posant u = = + 5

/Cosl(x)dx:/Cos(ul_ﬁ>du:/sinl(u)du:ln‘tan<g>‘zln’tan<;+1)‘.

2

2. La fonction z +— est continue sur R*. On considérera donc = € I ou I est un intervalle ne

1
sh (x)
contenant pas 0.

dt
En posant t = e” et donc dz = " (t #0),

1 2 dt 1
/ b (2) dz / — 17 / T e dt = 2arctan(e®),

t+

/shtx)dx:/de:;In>

sur les mémes intervalles ne contenant pas 0 ou bien

/shl(x) dr = ;/ sh (g)lch = ;/Chz(g)lth()dx:ln (th @))

sur les mémes intervalles ne contenant pas 0.

-

ou bien
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