Cours de PTSI

Lycée Jules Garnier

Chapitre 9




© Primitives

© Intégrales

© Pratique élémentaire de I’intégration
@ Primitives de fonctions rationnelles

© Techniques a connaitre




Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus.
Il reste tout seul dans son coin, a l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste
st négatif. Le cosinus répond :

m « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »

Et le sinus de répondre :
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Il reste tout seul dans son coin, a l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste
st négatif. Le cosinus répond :

m « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »
Et le sinus de répondre :

m « Eh bien, intégre-toi! »
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Un jour un cosinus va dans un bar ot il n’y a que des sinus.
Il reste tout seul dans son coin, a l’extrémité du comptoir.

Un sinus s’approche de lui et lui demande pourquoi il reste
st négatif. Le cosinus répond :

m « Ben, je suis le seul cosinus dans un bar de sinus! »
Et le sinus de répondre :

m « Eh bien, intégre-toi! »

Dans tout ce chapitre, K est I'un des ensembles R ou C et I et J sont des

intervalles.
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e Primitives

@ Primitives d’une fonction de la variable réelle

@ Primitives des fonctions de référence
9 Intégrales
Q Pratique élémentaire de l’intégration
Q Primitives de fonctions rationnelles

9 Techniques a4 connaitre




Soient I un intervalle de R et f : I+ K une fonction.

On dit que F : I+ K est une primitive de f sur I, notée / f(t)dt, si F est

dérivable sur I et de dérivée égale a f :

Veel, F(x)=f(z).




Soient I un intervalle de R et f : I+ K une fonction.

On dit que F : I+ K est une primitive de f sur I, notée / f(t)dt, si F est

dérivable sur I et de dérivée égale a f :

Veel, F(x)=f(z).

xT
Notations : Le symbole / f(t)dt, introduit par Leibniz, désigne une primitive

quelconque de f.
Elle est donc définie & une constante additive pres.

On ne parle donc pas de LA primitive, mais DES primitives de f.




Exemples | :

m r+— x et x> x+ 2 sont des primitives de z > 1 sur R.




Exemples | :

m r+— x et x> x+ 2 sont des primitives de z > 1 sur R.
1
m La fonction F définie par F(z) = In(z) est dérivable sur ]0; +oo[ et F/(z) = e

1
Donc F est une primitive de — sur ]0;+o0|.
&




Exemples | :

m r+— x et x> x+ 2 sont des primitives de z > 1 sur R.
1
m La fonction F définie par F(z) = In(z) est dérivable sur ]0; +oo[ et F/(z) = e

1
Donc F est une primitive de — sur ]0;+o0|.
&

1
m Une primitive de z — z¢ sur RY est z +— ™ 11?0‘“ si @ # —1, 2+ In(z) si
a

a=—1.




Exemples | :

m r+— x et x> x+ 2 sont des primitives de z > 1 sur R.
1
m La fonction F définie par F(z) = In(z) est dérivable sur ]0; +oo[ et F/(z) = e

1
Donc F est une primitive de S 105 +o0l.

1
m Une primitive de z — z¢ sur RY est z +— 2Tl si o #+ —1, z +— In(x) si
a+1
@ ==l

L 1
m Une primitive de x —— e*“” est x — — e“” pour w € C*.
p o p

&




Exemples | :

T+ x et x — x + 2 sont des primitives de z +— 1 sur R.
1
La fonction F définie par F(z) = In(z) est dérivable sur ]0; +oo[ et F/'(z) = e

1
Donc F est une primitive de — sur ]0;+o0|.
&

1
Une primitive de z — z¢ sur RY est z +— ™ 11?0‘“ si @ # —1, 2+ In(z) si
a

a=—1.

. 1
Une primitive de z +— e“* est x —— — e“* pour w € C*.
w

La fonction S définie par S(z) = In (:v + Va2 — 1) est dérivable sur ]1;+o0[ et

Ot

Donc S est une primitive de sur |1;+oo[.

1
V2 —1




- 1l existe des fonctions n’admettant pas de primitives comme
ATTENTION




1
Montrer qu'une primitive de f: z +— ———— sur R est

V2 +1

F:ml—>ln(w+ m2+1).




Soit f : I — K une fonction.

m Si F| et F, sont deux primitives de f sur I, alors elles sont égales sur I a
une constante pres :

deekK, Vzel F(z)=Fyz)+ec.




Soit f : I — K une fonction.

m Si F| et F, sont deux primitives de f sur I, alors elles sont égales sur I a
une constante pres :

deekK, Vzel F(z)=Fyz)+ec.

m Si f admet une primitive F sur I, alors elle en admet une infinité. En notant
P ensemble de ses primitives sur I, on a :

Pr={F+c/cek}.




Soit f : I — K une fonction.

m Si F| et F, sont deux primitives de f sur I, alors elles sont égales sur I a
une constante pres :

deekK, Vzel F(z)=Fyz)+ec.

m Si f admet une primitive F sur I, alors elle en admet une infinité. En notant
P ensemble de ses primitives sur I, on a :

Pr={F+c/cek}.

m Soient a € T et b € K.
Si f admet une primitive F sur I, alors il existe une unique primitive de f
sur I qui prend la valeur b en a.




Remaraques :

m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F + ¢ ou ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».




I. Primitives
1. Primitives d’une fonction de la variable réelle

Remaraues :
m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F + ¢ ou ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».
m La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon ’axe des
ordonnées de celle de n’importe quelle autre primitive.

N B

Figure 1 — Primitives de z +— ok .
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I. Primitives
1. Primitives d’une fonction de la variable réelle

Remaraques :

m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F + ¢ ou ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».

m La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon ’axe des
ordonnées de celle de n’importe quelle autre primitive.

m Sans condition de valeur en un point, on ne peut donc pas parler de la
primitive de f, mais d’"UNE primitive de f. En revanche, on peut parler de
LA primitive de f prenant une valeur donnée en un point donné.
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I. Primitives
1. Primitives d’une fonction de la variable réelle

Remaraques :

m Autrement dit, les primitives de f sur I sont exactement toutes les fonctions
de la forme F + ¢ ou ¢ € K est une constante dite de « primitivation ».

m La courbe d’une primitive s’obtient donc par translation selon ’axe des
ordonnées de celle de n’importe quelle autre primitive.

m Sans condition de valeur en un point, on ne peut donc pas parler de la
primitive de f, mais d’"UNE primitive de f. En revanche, on peut parler de
LA primitive de f prenant une valeur donnée en un point donné.

m En notant F une primitive de f sur I, la fonction F, :  +— F(z) — F(a) + b
est 'unique primitive de f sur I telle que F,(a) = b. Les physiciens parlent
de conditions initiales.
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Exemples 2 :

2

1
m Les primitives de x — x= sont les fonctions de la forme z — gxg + Cte.




Exemples 2 :

2

1
m Les primitives de x — x= sont les fonctions de la forme z — gxg + Cte.

1
m La fonction In est I'unique primitive de x — — sur R% s’annulant en 1.
a




Soient f: I+ K, g: I+ K deux fonctions et A € K. Si F et G sont
respectivement des primitives de f et g sur I alors AF + G est une primitive de
Af+gsur L.

On dit que la primitivation est une opération linéaire ou encore compatible avec
les combinaisons linéaires.




Soient f: 1+ K, g: I+ K deux fonctions et A € K. Si F et G sont
respectivement des primitives de f et g sur I alors AF + G est une primitive de
Af+gsur L.

On dit que la primitivation est une opération linéaire ou encore compatible avec
les combinaisons linéaires.

Pas plus que pour la dérivée, sauf cas particuliers, une
primitive d’un produit (resp. inverse, quotient, puissance,

composée) de fonctions ne s’obtient pas par produit (resp.

inverse, quotient, puissance, composée) de primitives.




Exemples 3 :

m f:a+— 322 + cos(7z) est du type u’ + v’ de primitive u + v.

1
Donc, z — 2 + 7 sin(7z) est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.




Exemples 3 :

m f:a+— 322 + cos(7z) est du type u’ + v’ de primitive u + v.
1
Donc, z — 2 + 7 sin(7z) est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

m Cas des fonctions polynomiales :

n n

B a

X E akmk admet pour primitive z +— E & zhtl,
k=0 k=0 k+1




Soit f : I+ C une fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.




Soit f : I+ C une fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.

Dans ce cas, si F{,F, : I — R sont a valeurs réelles, alors F; + iF, est une
primitive de f si, et seulement si F; et F, sont, respectivement, des primitives

de Re (f) et Im ().

Autrement dit, sur I :

Re (/xf(t)dt> :/zRe (f(t)) dt et TIm (/zf(t)dt) :/zlm (f(t)) dt.
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Soit f : I+ C une fonction a valeurs complexes.

f admet une primitive sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) aussi sur L.

Dans ce cas, si F{,F, : I — R sont a valeurs réelles, alors F; + iF, est une
primitive de f si, et seulement si F; et F, sont, respectivement, des primitives

de Re (f) et Im ().

Autrement dit, sur I :

Re (/xf(t)dt> :/zRe (f(t)) dt et TIm (/zf(t)dt) :/zlm (f(t)) dt.

Exemple H+ :
1‘2

Une primitive sur R de la fonction z +— 1+ iz est x — x + i;.

Chapitre 9
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Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R :

Q z+— 2% + i cos(x).




Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R :

Q@ x> 22+ i cos(x). Q v e i




Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur R :

Q z+— 2% + i cos(x). Qx> el © z+— e®cos(x)




m Fonctions polynomiales et rationnelles :

f(z) F(z) I
0 AeR
A pva
1
x §w2
22 b R
z" (n € N) ! !
n+1
1
- In |z|
x
1 1
o} - ]—00;0[ ou ]0; 4+o00]
1 1
Tmeni | Lo x -k




Exemples S :

Soit a € R.

1
Primitive de x — —— : Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :

/widt=1n\x_a\:{1n(x—a) si [12] C Jas+oo|

t—a In(a—z) si[;z]Cl-o0;qf.




Exemples S :

Soit a € R.

1
Primitive de x — —— : Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :

/w—L4h=mu_ah:?n@—a) si [12] C Jas+oo|

t—a In(a—z) si[;z]Cl-o0;qf.

t—1i 2 +1

R | Tt 1
|/ dtz/ +ldt:§1n|12+1|+ia,rctan(x). J




Exemples S :

Soit a € R.

1
Primitive de x — —— : Sur tout intervalle de R ne contenant pas «, on a :

/Q—L4h=mu_ah:€n@—a) si [12] C Jas+oo|

t—a In(a—z) si[;z]Cl-o0;qf.

t—1i 2 +1

R | Tt 1
|/ dtz/ +1dt:§1n|12+1|+iarctan(x). J

1

(@ —a)’
on a :

Primitive de z — k> 1 : Sur tout intervalle de R ne contenant pas a,

[ W
(t—a)k " k=1 (z—a)k 1




1
Remarq@ue : Pour les polynémes z" ou les fonctions rationnelles —-, une seule
T

formule suffit & condition que n € Z\ {—1} :

f(z)

s
—~

8
N

—

Rsin>0
n+1 R* sin <




1
Remarq@ue : Pour les polynémes z" ou les fonctions rationnelles —-, une seule
T

formule suffit & condition que n € Z\ {—1} :

fz) F(z) I
Rsin>0
n n+1
r n+1 v R* sin < —2
Exemple & :
1
Une primitive de la fonction définie sur R* par f(z) = — =278 est F(z) = ———

28




m Fonctions usuelles :
f(z) F(z) I
$ 2/x 10; +o0]
NZ3
e’ e’ R
xa+1
%, a € R\Z a1 R
a®, a € R\ {1} o R
Ina
In(z) zln(z) —x R%

Chapitre 9 19 /109
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m Fonctions circulaires :

PTSI

1) F() 1
sin(x) — cos(x)
cos(z) sin(x) R
1
cos(ax + b) — sin(ax 4+ b)
a
1 i T
20 _ -
1+ tan®(x) = ol a tan(z) ] 5 + km; 3 +kr| (ke Z)
- in(z) 131
—_— arcsin(z —1;
V1—a? ’
1 L /x
arcsin (7> |—a;al
o a
1
e arctan(z)
: oo ;) “
o , arctan ( —
(F. PUCCI) Chapitre 9
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m Fonctions hyperboliques :

f(z) F(z) I
sh (z) ch (z)
ch (z) sh (z)
1 sh (z)
ch2(z) ch () 3
1
Fol In(z+ Va2 +1)
21_1 In(z+va?2—-1) | ]1;+o0]
1 1 142
= | an(iZ) |
1 1 a+x
a? — x? iln(aiJJ I=asd| A~

PTSI (F. PUCCI) Chapitre 9 21 /109



Remaraques :

m Ces tableaux ne donnent qu’UNE primitive de la fonction f. Pour obtenir
toutes les primitives de f, il suffit de rajouter une constante ¢ a F.




Remaraques :

m Ces tableaux ne donnent qu’UNE primitive de la fonction f. Pour obtenir
toutes les primitives de f, il suffit de rajouter une constante ¢ a F.

m Il est tout a fait hors-programme de vous dire que les fonctions définies par

1 1 1 . o .
sont, respectivement, les dérivées des fonctions

V2 +1 Va2 —1 1—a?
réciproques de sh, ch et th notées argsh, argch et argth. C’est dommage !
Cela aurait mis un peu plus d’homogénéité dans les formules de primitives.




D’une maniere générale, pour trouver une primitive F d’une fonction f, on
revisite son tableau des fonctions dérivées a I’envers et on conjecture la forme de
la fonction F puis on complete avec des coefficients multiplicateurs afin de
simplifier ceux qui apparaitraient en dérivant la fonction F.




Soient u: I+ J et F : J — C deux fonctions dérivables.

F o u est une primitive de v” x (F/ ou) sur L.




Soient u: I+ J et F : J — C deux fonctions dérivables.

F o u est une primitive de v” x (F/ ou) sur L.

Pour a, b deux réels avec a # 0 tels que ax + b € J pour tout z € I, si F est

1
primitive de f sur J, alors  — —F(az + b) est une primitive de = —— f(az +b)
a

sur I.




Exemples 7 :

R 1 .
m Une primitive de z — e est 2 +— — e%**? sur tout intervalle inclus dans R.
a




Exemples 7 :

R 1 . .
m Une primitive de z — e est 2 +— — e%**? sur tout intervalle inclus dans R.
a

1
m Une primitive de = +— cos(az + b) est  +— — sin(ax + b) sur tout intervalle inclus
a
dans R.




Exemples 7 :

1
m Une primitive de z — e est 2 +— — e%**? sur tout intervalle inclus dans R.
a
L 1. . .
m Une primitive de = +— cos(az + b) est  +— — sin(ax + b) sur tout intervalle inclus
a
dans R.

1
m Une primitive de « — sin(az + b) est © — —— cos(ax + b) sur tout intervalle inclus
a
dans R.




Exemples 7 :

1
m Une primitive de z — e est 2 +— — e%**? sur tout intervalle inclus dans R.
a
L 1. . .
m Une primitive de = +— cos(az + b) est  +— — sin(ax + b) sur tout intervalle inclus
a
dans R.

1
m Une primitive de « — sin(az + b) est © — —— cos(ax + b) sur tout intervalle inclus
a
dans R.

m Une primitive de x —

(-1}

1
est  +— — In|az + b| sur tout intervalle inclus dans
a

1
+b




| Fonction | Une primitive sur I Condition
un+1
fu™ — i iV I
w'u i sin<0 zel, u(z)#0
ua+1
u'u® —_— Vzel u(z)>0
a+1
;ﬂ 2v/u Vz el u(z) >0
u/
o In |u] Veel, u(z)#0
u/
—_— arcsin (u Veel wulx)el]-1;1
v (w (@) €)-131]
Z - ln(u+\/u2—1) Veel wu(x)e]l;+oo]
U
u’ 1 (1+u>
—In
1—u? 2 1—u

Veel wu(x)e]-1;1] ‘«
~ PpTSI (F.PUCCI) ... Chapitre9  26/109




Fonction | Une primitive sur I | Condition

u e ev
u’ cosu sin(u)
u' sinu — cos(u)
’
u2u+ T arctan (u)
/
In (u +Vu?+ 1)
u?+1




Exemples 8 :

6
u
m 2 22(2? —1)5 est du type v/u® de primitive 5
(z* —1)°

Donc, f:a+— e est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.




Exemples 8 :

6
u
m 2 22(2? —1)5 est du type v/u® de primitive 5
(z2 —1)8 o . .
Donc, f:a+— e est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

B f:ar— —3e 31 est du type v’ e de primitive e®.

Donc, & — e 371 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.




Exemples 8 :

6
u
m 2 22(2? —1)5 est du type v/u® de primitive 5
(z2 —1)8 o . .
Donc, f:a+— e est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

B f:ar— —3e 31 est du type v’ e de primitive e®.
Donc, z — e 321

2z — 1 u’

est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

firr — est du type — de primitive In |u].
=@ =2 u
Donc, z + In |x2 =@ = 2| est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans
R\ {-1;2}.




Exemples 8 :
6
2 5 /0,5 cpioe U

m 2+ 2x(z® —1)° est du type v v de primitive 5

(@~ 1)°
6

B f:ar— —3e 31 est du type v’ e de primitive e®.

Donc, & — e 371 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

2 —1 !

mfix— 223 est du type % de primitive In |u].

Donc, f:a+— est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans R.

Donc, z + In |x2 =@ = 2| est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans
R\ {-1;2}.
1 u de primitive 2y
e —— de primitive 2v/u.
V3z+4 Vu P
2
Donc, z +— g\/ 3z + 4 est une primitive de f sur tout intervalle inclus dans

4]

mfizr— est du type

-




m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile 1. Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u™, u®, cosu, e*!

ATTENTION

|2]. Par exemple, la primitive de x +— e,



m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile 1. Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u™, u®, cosu, e*!

m Des manipulations plus sophistiquées (par exemple
pour les fonctions rationnelles ou les fonctions

possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour

déterminer une primitive (cf. le paragraphe (V) ).

|2]. Par exemple, la primitive de x +— e’



m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile 1. Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u™, u®, cosu, e*!

m Des manipulations plus sophistiquées (par exemple
pour les fonctions rationnelles ou les fonctions

possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour
déterminer une primitive (cf. le paragraphe (V) ).

m Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune
fonction connue. Elle est alors uniquement définie par
une intégrale |2/

|2]. Par exemple, la primitive de x +— e’



m Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours
chose facile 1. Remarquez bien que les tableaux et les
exemples précédents réclament, exigent de reconnaitre
u’ en facteur.

On ne sait pas primitiver directement u™, u®, cosu, e*!

m Des manipulations plus sophistiquées (par exemple
pour les fonctions rationnelles ou les fonctions

possédant des radicaux) sont parfois nécessaires pour
déterminer une primitive (cf. le paragraphe (V) ).

m Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune
fonction connue. Elle est alors uniquement définie par
une intégrale |2/

m Contrairement a la dérivation qui est toujours
techniquement possible, la recherche de primitives
s’avere donc parfois impossible!...

|2]. Par exemple, la primitive de x +— e’



Déterminer les primitives suivantes :

o /Z e4t+3 dt

TSl (= o Chreveine © ST



Déterminer les primitives suivantes :

o /1 e4t+3 dt

(2] /wcos(?)t—i—g)dt

® "
. 5

TRl (= oy Chreveine © ST



Déterminer les primitives suivantes :

o /1 e4t+3 dt

(2] /wcos(?)t—i—g)dt

5 /1(31?— 1) (3t2 —2t+3)° dt

TRl (= oy Chreveine © ST



Déterminer les primitives suivantes :

o /1 e4t+3 dt

(2] /wcos(?)t—i—g)dt

5 /1(31?— 1) (3t2 —2t+3)° dt

o1
Qo / mdt sur]l,—l—oo[

TRl (= oy Syt O



Déterminer les primitives suivantes :

o/m e4t+3dt
e/xcos(?)t—i—z)dt

3
o /z(3t—1)(3t2—2t+3)3dt

o1
Qo / mdt sur]l,—l—oo[

= In(t + 3) .
e/ t+—3dtsur]—3,+oo[

TSl (= o Syt O



Déterminer les primitives suivantes :

x x
0/ ettt3 q¢ @/ eos(f) dt sur |0; 7]

sin(t)
9/ cos(3t+g)dt
5 /z(3t—1)(3t2—2t+3)3dt
Q/Iﬁdtsur]l;—l—oo[

= In(t + 3) .
e/ t+—3dtsur]—3,+oo[

TSl (= o Syt O



Déterminer les primitives suivantes :

x x
o/ eftt3 ¢ @/ c?s(t) dt sur |0; 7]

sin(t)
Q /xcos (3t+g) dt

., dt sur ]0; +oo]
e‘/ (3t—1) (362 — 2t +3)° dt

v 1
0/\MH+W
Q /Iﬁdt sur ]1;+o00]

= In(t + 3) .
e/ t+—3dtsur]—3,+oo[

TSl (= o Syt O



Déterminer les primitives suivantes :

0/ ettt3 q¢ @/ eos(f) dt sur |0; 7|

n(t)

v T
9/ cos(3t+§)dt 0/ 1 d 0 [
—————=dt sur |0;+o00
@ VIFL+VE
o / (3t—1) (362 — 2t +3)° dt

t+1
< of
—_— 1; 241 1
@/ tln(t)dtsur] ; +00] +
® In(t + 3) .
e/ t+—3dtsur]—3,+oo[

TSl (= o Syt O



Déterminer les primitives suivantes :

’ x
0/ A3 gy @/ c?s(t) at sur J0: |

sin(t)

(2] / COS(3t+g)dt :

’ o ————=dt sur |0; o0
e/(3t—1)(i’>t2—2t+3)3dt / VEFL+E

t+1
. o 1
9/ tln(t)dtsur]1,+oo[ -

“In(t + 3) . .
————dt —3: L
9/ PG sur | ; +oo[ g/ —

_ Chapitre 9



o Primitives

e Intégrales
@ Notions d’intégrales

@ Lien avec les primitives
Q Pratique élémentaire de ’intégration
Q Primitives de fonctions rationnelles

9 Techniques a4 connaitre







II. Intégrales
1. Notions d’intégrales
L’idée est de subdiviser [a;b] suivant des bases de plus en plus fines
a=xy<z; <<z, =b

et de faire la somme des aires des rectangles obtenus avec des valeurs de f sur
cette subdivision : c’est la méthode des rectangles qui conduit & I’approximation
ol t), € [T 5Ty yq]

n—1
R, (f) = (ws1 — 33) £ (1)
k=0
0 /ﬁl Tqy %l‘ l‘)

“ ‘kn
Figure 2 — Méthode des rectangles (& gauche). av’
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ol

a T Ty T3

Figure 2 — Méthode des rectangles (& gauche).

On montre ensuite que, sous ’hypothese f continue sur [a;b], (R,,),en- converge

quand n — 400 vers une limite indépendante de la subdivision (z),_, _, , €t

b
les t;, € [x,; 24,4,]. Cest cette limite qu’on pose comme étant / ft)dt:
a

b
[ fwde= im0



a
et t;, =z, pour

b—
En particulier, pour la subdivision réguliere z;, = a + k

tout k€ [0;n—1], on a:

/abf@)dt—nkffwTZf(

) . (Méthode des rectangles & gauche)
o)




b—a

En particulier, pour la subdivision réguliere z;, = a + k
tout k€ [0;n—1], on a:

et t;, =z, pour

a f)ydt= nETw - ;J f (a +k b ; a) . (Méthode des rectangles & gauche)
o)

Exemples 9 :

Soit f une fonction constante sur [a;b] égale & X € R.

b—a 2 b—a b—a
Alors, E f(a-i—k ) = E A= Ab—a).
k=0 k=0

n n n

Dans le cas ou a < b et A € R,, on retrouve l'aire d’un rectangle de longueur b —a et de
largeur A.




b—a

En particulier, pour la subdivision réguliere z;, = a + k
tout k€ [0;n—1], on a:

et t;, =z, pour

- 1 Z f (a +k b- a) . (Méthode des rectangles & gauche)
A notoo m £~ n
(1

Exemples 9 :

Soit f une fonction constante sur [a;b] égale & A € R.

b—a =2 b—a b—q =2
Alors, — kzzof(am . >7 . ;Afx(b—a).

Dans le cas ou a < b et A € R,, on retrouve l'aire d’un rectangle de longueur b —a et de
largeur A.

e

L’expression dans le second membre de (1) porte le nom de somme de Riemann et ;’l <

. . 7’ . 7 4
permet, notamment, de prolonger la notion d’intégrale aux fonctions de la valeur ré
a valeurs complexes.




Soient f € €°(I;C) et a, be L

b b b
m si o < b, on définit / Ft)dt = / Re (f(£)) dt + i / Im (f(£)) dt.




Soient f € €°(I;C) et a, be L

b b b
m si o < b, on définit / Ft)dt = / Re (f(£)) dt + i / Im (f(£)) dt.

b a
msib<aon pose/ f(t)dt:—/ f(t)de.
a b




Soient f € €°(I;C) et a, be L

b b b
m si o < b, on définit / Ft)dt = / Re (f(£)) dt + i / Im (f(£)) dt.

b a
msib<aon pose/ f(t)dt:—/ f(t)de.
a b

En particulier, cette définition entraine :

lweI, /af(t)dtzo.]




Vocaerulaire :

b
L] / f(t)dt se lit « somme de a & b de f(t)dt ».




Vocaerulaire :

b
L] / f(t)dt se lit « somme de a & b de f(t)dt ».

m a et b s’appellent les bornes d’intégration.




Vocaerulaire :

b
L] / F(t)dt se lit « somme de a & b de f(t)dt ».

m a et b s’appellent les bornes d’intégration.

m La fonction a intégrer s’appelle 'intégrande.




Vocearulsire :

b
/ F(t)dt se lit « somme de a & b de f(t)dt ».

m a et b s’appellent les bornes d’intégration.
m La fonction a intégrer s’appelle 'intégrande.

Le t dans « dt » est la variable par rapport a laquelle on effectue les calculs.
Elle est dite muette, d’autres lettres peuvent étre utilisées :

/abf(t)dt=/abf(t)dt=/abf(u)du:/abf(z)dz:...




Soient f, g € €°(I;C) et a, b €L

b

Linéarité : V) € C, /b (Af(t)+g(t))dt:,\/b (1) dt+/

g(t)dt.




Soient f, g € €°(I;C) et a, b €L

b

Linéarité : V) € C, /b (Af(t)+g(t))dt:,\/b (1) dt+/ g(t) dt.

b c c
Relation de Chasles : V¢ €1, / f(t) dt+/ f(t)de :/ f(t)dt.
a b a




Soient f, g € €°(I;C) et a, b €L

b b b
Linéarité : V) € C, / ()\f(t)+g(t) dt:,\/ (1) dt+/ g(t) dt.

a

Relation de Chasles : Vc e, / ft dt+/ ft)dt = / f(t)

/f dt‘ /|f )ldt.

Inégalité triangulaire : si a <




A T’aide de la relation de Chasles, on démontre facilement que :

o /abf(t)dt+/ f(t)dt:/aaf(t)dtzo — /baf(t)dtz—/abf(t)dt

a
b




A T’aide de la relation de Chasles, on démontre facilement que :

° /abf(t)dt+/baf(t)dt:/aaf(t)dt:O — l/baf(t)dtz—/abf(t)dt]

@ Soit feC°(I;C)etacl

SiF:xl—)/wf(t)dt alors Va,y €1, F(y)—F(m)=/yf(t)dt—/$f(t)dt

- / F(t)dt + / f(t)ét)




A T’aide de l'inégalité triangulaire, pour tout z réel, montrer que |sin(z)| < |z|.




Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs
REELLES.

Soient f,g € €°(I;R) et a, b € L.

b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / ft)de

a

V
S




Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs
REELLES.

Soient f,g € C°(I;R) et a, b € L.

b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / f(t)de > 0.

Stricte positivité : Sia <bet f >0 sur [a;b], alors :

/bf(t)dt=0 < f=0sur [a;b].

Si f est a valeurs strictement positives sauf éventuellement en un

b
nombre fini de points et si a < b alors / f(t)de > 0.




Les inégalités qui suivent n’ont donc de sens que pour des fonctions & valeurs
REELLES.

Soient f,g € C°(I;R) et a, b € L.

b
Positivité : Si f > 0 sur [a;b] et a < b alors / f(t)de > 0.
Stricte positivité : Sia <bet f >0 sur [a;b], alors :
b
/ ft)dt =0 < f=0sur [a;b].

Si f est a valeurs strictement positives sauf éventuellement en un

nombre fini de points et si a < b alors / f(t)de > 0.

b
Croissance : Si f(t) < g(t) pour tout t € [a;b] alors : / 7 (@) / g(t)dt.
En particulier, si m < f(t) < M pour tout ¢ € [a;b] alors :

m(b—a) / f(@®) M(b — a). Lﬂ‘







Ce qui suit montre le lien de réciprocité entre la dérivation et I'intégration de
fonctions, et fournit un moyen effectif de calculer une intégrale a ’aide de
primitives, et réciproquement.

Soient I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue et a,b € 1.

Q@Fr,: I — C est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

S /zf(t)dt




Ce qui suit montre le lien de réciprocité entre la dérivation et I'intégration de
fonctions, et fournit un moyen effectif de calculer une intégrale a ’aide de
primitives, et réciproquement.

Soient I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue et a,b € 1.

F,: 1 — C est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

S /zf(t)dt

b b
© Pour toute primitive F de fsur I: / f(t)dt = F(b) — F(a), noté [F(t)] .
En particulier, la valeur de l’intégralae est indépendante du choix de F.




T
Quand on calcule une primitive = — / f(t)dt d’une
a

fonction continue f, le choix du réel a importe peu car deux
choix différents conduisent au méme résultat & une
constante additive prés. On omet ainsi souvent la borne
inférieure de l'intégrale quand on calcule une primitive.

La notation des intégrales sans borne inférieure nous
permet de faire du calcul A CONSTANTE ADDITIVE
PRES. Le symbole d’égalité = qui y figure n’est pas un vrai
symbole d’égalité, c’est plutét un symbole de congruence =
modulo I'ensemble des fonctions constantes.




Exemples O :

1
1
-VaeR+,/t“dt: .
o a+1

En particulier, retenez que, Vn € N,

[

nt1

t™dt =
{n-ﬁ-l

1

)

1
n+1°




Exemples O :

1

1

-VaeR+,/t“dt: .
o a+1

1

1 gntl 1
En particulier, retenez que, Vn € N, / thdt = { :| = .
o n+1 o Nt 1

m [l faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées de
composées les plus classiques, qui permettent de calculer directement des
intégrales pas toujours évidentes a repérer. Ainsi,




Exemples O :

1

1

-VaeR+,/t“dt: .
o a+1

1

1 gntl 1
En particulier, retenez que, Vn € N, / thdt = { :| = .
o n+1 o Nt 1

m [l faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées de
composées les plus classiques, qui permettent de calculer directement des
intégrales pas toujours évidentes a repérer. Ainsi,

™

. /Tr cos(t) sin®(t) dt = E sin4(t)] =0.
0

0




Exemples O :

1

1

-VaeR+,/t“dt: .
o a+1

1

1 gntl 1
En particulier, retenez que, Vn € N, / thdt = { :| = .
o n+1 o Nt 1

m [l faudra également étre capable de reconnaitre immédiatement les dérivées de
composées les plus classiques, qui permettent de calculer directement des
intégrales pas toujours évidentes a repérer. Ainsi,

™

. /Tr cos(t) sin®(t) dt = E sin4(t)] =0.
0

0

1 1
1 —1
° / tetht:[fetg] - .
b 2 0 2




T
Déterminer / e 'sin(t) dt.




A Tinstar de la démonstration précédente, la croissance de I'intégrale est une
propriété puissante dont nous nous servirons beaucoup en fin d’année. A ce
stade, elle nous permet, par exemple, de redémontrer élégamment nos petites
inégalités classiques de convexité.

Exemple Il :
VzeR, e >1+ux. J




Toute fonction continue sur I possede des primitives sur I.




Toute fonction continue sur I possede des primitives sur I.

Autrement dit, soit f une fonction continue sur un intervalle I, la fonction F
x
définie par F(x) = / f(t) dt est une primitive de f sur I pour tout a € I. C’est
a

LA primitive de f sur I qui s’annule en a.

Vzel, </axf(t)dt>/:f(x).




Soient I, J deux intervalles de R et des fonctions f :J — R continue et
a,b: 1+ J dérivables.

b(z)
@ Montrer que H: z +— / f(t) dt est dérivable sur I et exprimer sa dérivée.
a(z)

a1 oy iy S



Soient I, J deux intervalles de R et des fonctions f :J — R continue et
a,b: 1+ J dérivables.

b(z)
@ Montrer que H: z +— / f(t) dt est dérivable sur I et exprimer sa dérivée.
a(z)

22
© Etudier la fonction définie par = — / In(1+¢)dt
2

(définition, dérivabilité, variations).

TSl (= oy Gy S



Exemple 12 :

T
2 P _¢2 3 .
T / e " dt est la primitive de t — e~*" qui s’annule en zéro.
(]




b
Soit / f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] &
a

calculer.

@ On cherche une primitive F de f sur [a;b].




b
Soit / f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] &
a

calculer.
@ On cherche une primitive F de f sur [a;b].

C) @rm ekt o callel / " Kty db = [F(t)]b — F(b) — F(a).

a




b
Soit / f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] &
a

calculer.
@ On cherche une primitive F de f sur [a;b].

C) @rm ekt o callel / " Kty db = [F(t)]b — F(b) — F(a).

a

© Cest tout!.




b
Soit / f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] &
a

calculer.
@ On cherche une primitive F de f sur [a;b].

C) @rm ekt o callel / " Kty db = [F(t)]b — F(b) — F(a).

a

© Cest tout!.




Soit / f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] &

calculer

@ On cherche une primitive F de f sur [a;b].

b b
© On écrit et calcule : / F(t)dt = [F(t)] = F(b) — F(a).

a

© Cest tout!.

Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

o [ L
1_"

TSl (2 oy iy ST




Soit / f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] &

calculer.
@ On cherche une primitive F de f sur [a;b].
b b
© On écrit et calcule : / ft)ydt = [F(t)} =F(b) —F(a).
a a

© Cest tout!.

Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

¢ In(¢)
4 o [ “la
o/ — [

A

TSl o roeeny . Syt O
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Soit / f(t) dt une intégrale d’une fonction f continue sur un intervalle [a;b] &

calculer.
@ On cherche une primitive F de f sur [a;b].
b b
© On écrit et calcule : / ft)ydt = [F(t)} =F(b) —F(a).
a a

© Cest tout!.

Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes.

el us
° / L o [ ™a o [(etsmmar |
- 1 A
-4

TS o roeeny . Syt O 50,/ 101




Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.

Une fonction f: A — C est dite de classe €' sur A si f est dérivable sur A et f’
est continue sur A.




Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.

Une fonction f: A — C est dite de classe €' sur A si f est dérivable sur A et f’
est continue sur A.

On note €G! (A ; B) I'ensemble des fonctions définies sur A a valeurs dans B de
classe C! sur A.




Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.

Une fonction f: A — C est dite de classe €' sur A si f est dérivable sur A et f’
est continue sur A.

On note €G! (A ; B) I'ensemble des fonctions définies sur A a valeurs dans B de
classe C! sur A.

Il est clair que C' (A ; B) est stable par somme, produit. Stable par quotient de
deux fonctions de classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas. On
transposera également les propriétés de stabilité par composition.




Soit A un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.

Une fonction f: A — C est dite de classe €' sur A si f est dérivable sur A et f’
est continue sur A.

On note €G! (A ; B) I'ensemble des fonctions définies sur A a valeurs dans B de
classe C! sur A.

Il est clair que C' (A ; B) est stable par somme, produit. Stable par quotient de
deux fonctions de classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas. On
transposera également les propriétés de stabilité par composition.

Soit f € € (I;C).

b
Alors, pour tous réels a,b € I,  f(b) — f(a) = / () de.
a




Q Primitives

o Intégrales
e Pratique élémentaire de ’intégration

@ Intégration par parties

@ Changement de variables
o Primitives de fonctions rationnelles

o Techniques a connaitre




En accord avec le théoréme (6), avant toute manipulation
d’intégrale ou de primitive, on s’assurera de I'existence de
I'objet en précisant bien que l'intégrande est continue sur
I'intervalle d’intégration i.e. on commencera toujours par
écrire :

3]

La fonction ... est continue 3/sur I'intervalle ... et on a ...

[3]. ou de classe €' pour une intégration par parties.



Soient u et v sont deux fonctions de classe C! sur [a;b] & valeurs dans C.

En terme de primitives, on écrira simplement :

T

/ "W t)ot) dt = u(z)v(z) — / w(t)' (1) dt.




Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

Q z+— In(z).




Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

Q z+— In(z). © z +— arctan(z).




Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

Q@ z+— In(z). © z +— arctan(z). @ z +— arcsin(z).




Bien vérifier que tous les facteurs du produit sont bien de
classe C*.

Une rédaction correcte commencera toujours en le précisant
ATTENTION " .
méme rapidement :

« Les fonction x — u(x) et  — v(z) étant de classe €' sur
[a;b], on effectue une IPP et on a... »

La seule difficulté avec les IPP est de choisir qui sera u et qui sera v’ !




La méthode « A.L.P.E.S » donc consiste a toujours dériver les fonctions qui se
situent le plus a gauche en premier avec :

A - pour arctan, arcsin,
arccos, ..
L - pour Logarithmes
P - pour Polynomes
E - pour Exponentielles
S - pour sin, cos, tan,
sh, ch, ..
~ PTSI (F. PUCCI) Chapitre 9
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Exemples 13 :

Si on veut intégrer zsin(x), on va dériver le polynéme et intégrer le sin vu que dans

Pordre de priorité, la famille P des polynémes vient avant la famille S des fonctions
trigonométriques :

/I tsin(t) dt = x(— cos(x)) — /I 1(—cos(t)) dt = —z cos(x) + sin(z).




Exemples 13 :

Si on veut intégrer zsin(x), on va dériver le polynéme et intégrer le sin vu que dans
Pordre de priorité, la famille P des polynémes vient avant la famille S des fonctions
trigonométriques :

/I tsin(t) dt = x(— cos(x)) — /I 1(—cos(t)) dt = —z cos(x) + sin(z).

De méme, pour intégrer 2x arctan(z), on va commencer par dériver I’Arctan et intégrer
le polynéme P :

T4 t2

e dt = (1 + z?) arctan(z) — x.

/w 2tarctan(t) dt = (1 + 2?) arctan(z) — /




Parfois les primitives usuelles et 'intégration par parties ne suffisent pas a
calculer I'intégrale.

On va réécrire l'intégrale différemment en « changeant la variable » de maniére
a faire apparaitre, si possible, une fonction plus facile & primitiver.

Soient I un intervalle de R et f : I+ C une fonction continue sur I et
@ : [a;b] — T une fonction de classe €! sur [a;b] & valeurs dans 1. Alors :

»(b) b
/ f(z)do = / )¢ (t) dt.

»(a)

On dit qu’on a effectué le changement de variables = = ¢(t).




En pratique on n’utilise pas vraiment la formule telle quelle. Si on dispose d’une

intégrale / f(t) dt avec une fonction compliquée et qu’on souhaite remplacer

une partie de la fonction par une nouvelle variable, on procedera dans ’ordre :

@ On « pose » = ¢(t) qui marque la dépendance de z & ¢ notée aussi z(t).

a1 oy T SO



En pratique on n’utilise pas vraiment la formule telle quelle. Si on dispose d’une

intégrale / f(t) dt avec une fonction compliquée et qu’on souhaite remplacer
une partie de la fonction par une nouvelle variable, on procedera dans ’ordre :
@ On « pose » = ¢(t) qui marque la dépendance de z & ¢ notée aussi z(t).

7
© On dérive les deux membres de I'expression : e ¢’ (t) que l'on écrit a la

physicienne : do = ¢’ () dt.

ToTEl (= o G SO



En pratique on n’utilise pas vraiment la formule telle quelle. Si on dispose d’une

intégrale / f(t) dt avec une fonction compliquée et qu’on souhaite remplacer

une partie de la fonction par une nouvelle variable, on procedera dans ’ordre :

@ On « pose » = ¢(t) qui marque la dépendance de z & ¢ notée aussi z(t).

7
© On dérive les deux membres de I'expression : e ¢’ (t) que l'on écrit a la

physicienne : do = ¢’ () dt.
© On multiplie les deux membres par f(z) écrit pour obtenir
f(z)dz = f(p(t)) dt que I'on remplace dans I'intégrale.

ToTEl (= o G SO



En pratique on n’utilise pas vraiment la formule telle quelle. Si on dispose d’une

intégrale / f(t) dt avec une fonction compliquée et qu’on souhaite remplacer

une partie de la fonction par une nouvelle variable, on procedera dans ’ordre :

@ On « pose » = ¢(t) qui marque la dépendance de z & ¢ notée aussi z(t).

7
© On dérive les deux membres de I'expression : e ¢’ (t) que l'on écrit a la

physicienne : do = ¢’ () dt.
© On multiplie les deux membres par f(z) écrit pour obtenir
f(z)dz = f(p(t)) dt que I'on remplace dans I'intégrale.

@ On remplace les bornes a et b par ¢(a) et ¢(b).

o Gy SO



ATTENTION

Lors d’un changement de variables réalisé sur une copie, on
ne garde qu'une variable dans chaque intégrale écrite : pour

chaque symbole / écrit, une seule variable doit apparaitre,
et non un mélange entre ’ancienne et la nouvelle :

M si on a posé x = p(1).




Exemple |4 :

2t

dt.

1
Calcul —
acuons/0 1

@ On pose = = e’. La fonction ¢ — e
[1;e].

t

est bien de classe €' sur [0;1] & valeurs dans




Exemple |4 :

2t

dt.

1
Calcul —
acuons/0 1

t

@ On pose v = ef. La fonction ¢ — e est bien de classe @' sur [0;1] & valeurs dans

[1;e€].

d
© dr—etdt — L _qr
T




Exemple |4 :

2t

dt.

1
Calcul —
acuons/0 1

@ On pose = = e’. La fonction ¢ — e

[1; €]
© do—otdt — ¥ _a
T
2t 2
e z° dx a7
dt = — = dax.
° el +1 z+1 x z+1 ’

t

est bien de classe €' sur [0;1] & valeurs dans




Exemple |4 :

2t

dt.

1
Calcul —
acuons/0 1

t

@ On pose v = ef. La fonction ¢ — e est bien de classe @' sur [0;1] & valeurs dans

[1; €]
© do—otdt — ¥ _a
T
2t 2
e z° dx a7
dt = — = dax.
° el +1 z+1 x z+1 ’

@ Lorsque t parcourt [0;1],  parcourt [1; e] dans ce sens.




Exemple |4 :

2t

dt.

1
Calcul —
acuons/0 1

t

@ On pose v = ef. La fonction ¢ — e est bien de classe @' sur [0;1] & valeurs dans

[1; €]
© do—otdt — ¥ _a
T
2t 2
e z° dx a7
dt = — = dax.
° el +1 z+1 x z+1 ’

@ Lorsque t parcourt [0;1],  parcourt [1; e] dans ce sens.
On en déduit :

e2t e e 1 e
7dt:/ 7dx:/ l-——de=|z—Inlz+1]| =e—In(e+1)—1+1n2.
et +1 L @apll b z+1 1




Exemple IS :

1
Calculons / V1—22dz.
o

@ On pose z =sin(u) < wu = arcsin (z). La fonction @ > arcsin (z) est bien de

classe C! sur [0;1] & valeurs dans [O; g]

En particulier, cos(u) = V1 — 22 car cos(u) > 0 sur [0; g]

On en déduit :

1 1 /%
/ V1—2z2dx = / cos?(u) du = 5 / 1+ cos(2u) du =
o o o

ol

1 1
3 [u + 3 sin(2u)] = %

o




Exemple IS :

1
Calculons / V1—22dz.
o

@ On pose z =sin(u) < wu = arcsin (z). La fonction @ > arcsin (z) est bien de

classe C! sur [0;1] & valeurs dans [O; g]
En particulier, cos(u) = V1 — 22 car cos(u) > 0 sur [0; g]
© dz = cos(u) du.

On en déduit :

1 1 /%
/ V1—z2dx = / cos?(u) du = 5 / 1+ cos(2u) du =
o o o

ol

1 1
3 [u + 3 sin(2u)] = %

@




Exemple IS :

1
Calculons / V1—22dz.
o

@ On pose z =sin(u) < wu = arcsin (z). La fonction @ > arcsin (z) est bien de

classe C! sur [0;1] & valeurs dans [O; g]

En particulier, cos(u) = V1 — 22 car cos(u) > 0 sur [0; g]
© dz = cos(u) du.
@ V1 —22dx = cos?(u) du.

On en déduit :

1 1 /%
/ V1—2z2dx = / cos?(u) du = 5 / 1+ cos(2u) du =
o o o

ol

1 1
3 [u + 3 sin(2u)] = %

o




Exemple IS :

1
Calculons / V1—22dz.
o

@ On pose z =sin(u) < wu = arcsin (z). La fonction @ > arcsin (z) est bien de

classe C! sur [0;1] & valeurs dans [O; g]

En particulier, cos(u) = V1 — 22 car cos(u) > 0 sur [0; g]
© dz = cos(u) du.
@ V1 —22dx = cos?(u) du.

@ Lorsque z parcourt [0;1], u = arcsin (z) parcourt [O; g] dans ce sens.
On en déduit :

1 1 /%
/ V1—2z2dx = / cos?(u) du = 5 / 1+ cos(2u) du =
o o o

ol

1 1
3 [u + 3 sin(2u)] = %

o




T
Pour déterminer une primitive x / f(t)dt a Vaide d’un changement de

variables :
@ On réalise un changement de variables dans la primitive de f de la forme
t = o(u).
Le changement de variables pour les primitives s’écrit avec la notation

@ o (z)
intégrale sans borne inférieure / ft)dt = / flo(w)¢’ (u) du.

I, =y T



T
Pour déterminer une primitive x / f(t)dt a Vaide d’un changement de

variables :
@ On réalise un changement de variables dans la primitive de f de la forme
t = o(u).
Le changement de variables pour les primitives j’écrit avec la notation
intégrale sans borne inférieure / ' ft)dt = / - flo(w)¢’ (u) du.

© On trouve une primitive F de f(¢(u))¢’ (u) :

/ Cf®at=F)* " = F(p(@).

I, Ry T



T
Pour déterminer une primitive x / f(t)dt a Vaide d’un changement de

variables :
@ On réalise un changement de variables dans la primitive de f de la forme
t = o(u).
Le changement de variables pour les primitives j’écrit avec la notation
intégrale sans borne inférieure / ' ft)dt = / - flo(w)¢’ (u) du.

© On trouve une primitive F de f(¢(u))¢’ (u) :

/ Cf®at=F)* " = F(p(@).

il
Remarque : On n’oubliera pas de revenir a la variable initiale. ]—,"

I, =y T



Exemple |6 :

1
Vita?

Cherchons une primitive de x —




Exemple |6 :

1
Vita?

Cherchons une primitive de x —

Posons u =t + V12 + 1.




Exemple |6 :

1
NS

Cherchons une primitive de x —
Posons u =t + /2 + 1.
Comme 1+ 22 > 0 sur R, la fonction ¢ : 2 — () = x4+ /1 + 22 y est bien de classe C!

et on a : ‘
t u u

du= |1+ dt = dt = — =dt.
< \/t2+1> ViZ+1 u




Exemple |6 :

1
NS

Cherchons une primitive de x —

Posons u =t + V12 + 1.

Comme 1+ 22 > 0 sur R, la fonction ¢ : 2 — () = x4+ /1 + 22 y est bien de classe C!
et on a:

u du

t
du= 1+ dt = dt = = dt.
< \/t2+1> ViZ+1 u

z o(x)
D’oﬁ,/ ﬁdt:/ %zln(u)zln(z—l— x2+1) sur R.




Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

In(2) 1
dt
= /0 3+ et




Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

In(2) 4 V6o
0/ — dt e/ dt
: 3+ et 5 V6—1

TSl (= oy ey © WS



Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

me) g N o 6 1 .
o / dt / at / S —"
| 31t © s V622 AN

TSl (= oy ey © WS



Soient f :I+— C continue et (o, 8) € R* X R.

ab+p
Si at + B € I pour tout ¢ € [a;b], alors /
aa+fB

b
fl)dz =« / flat + B)dt.




Soient f: I+ C continue et (o, §) € R* x R.

ab+p b
Si at + B € I pour tout ¢ € [a;b], alors / flx)dz =« / flat + ) dt.
aa+f a
Soit a > 0.

@ Si f:[—a;a] — C est continue et paire alors / f)ydt = 2/ () de.
()

—a




Soient f: I+ C continue et (o, §) € R* x R.

ab+p b
Si at + B € I pour tout ¢ € [a;b], alors / fl)dz =« / flat + 5)dt.
aa+f a
Soit a > 0.

@ Si f:[—a;a] — C est continue et paire alors / f)ydt = 2/ () de.
()

—a

a
© Si f:[—a;a] — C est continue et impaire alors / f(t)dt=0.




Soient f: I+ C continue et (o, §) € R* x R.

ab+p b
Si at + B € I pour tout ¢ € [a;b], alors / fl)dz =« / flat + 5)dt.
aa+f a
Soit a > 0.

@ Si f:[—a;a] — C est continue et paire alors / f)ydt = 2/ () de.
()

—a

a
© Si f:[—a;a] — C est continue et impaire alors / f(t)dt=0.

@ Si f: R+ C, continue et T-périodique (T > 0) alors pour tous réels a,b on
a:

/aa+Tf(t)dt=/0Tf(t)dt et /b;Tf(t)dtz/abf(t)dt, ’

a+




Exemples [T :

a a a
mVneNeta>0, / x2"dx:2/ x2"dxet/ 22l dg = 0.
a 0 =

a




Exemples [T :

a a a
mVneNeta>0, / x2"dx:2/ x2"dxet/ 22l dg = 0.
a 0 =

a

2m us
] / sin(t) dt :/ sin(t) dt = 0.
0 —T




Montrer que si f € €%([a;b],C) alors

b
/f(x)dmz(b—a)/ fla+ (b—a)t)dt.

1
0




Exemples 18 :

Primitives de =

1
(x—a)?2+b?

et r+—
b2 —x

= avec a € Ret b > 0.

@ On effectue le changement de variables © — a = bt, d’ou dx = bdt et on a :

dx 1 dt

1
= —a

/(r—a)2+b2_

5/1+t2 b

Tr—a

b

).

1
rctan(t) = 3 arctan (




Exemples 18 :

1 1
Primitives de 2 +— ————%—— et 1+ —= aveca € R et b > 0.
(x—a)?2+b? P =

@ On effectue le changement de variables © — a = bt, d’ou dx = bdt et on a :

de . e 1 rtn(t)*lrtn(ixia)
—a2+b2 b)) 1 prcant)=acani—— ).

© On effectue le changement de variables @ = bt, d’ott dz = bdt et on a :

/ de / e arcsin(t) = arcsin (f)
e ) vice - b):




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

Q r+—

TSl (2 oy iy YT



Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

1
V2r — 22
V1+ b

T

Q r+—

Q r+—

TSl (2 oy iy YT



Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

1

Qr+— — .
Vitz+V1l—a

1
Qr+— —.
V2r — a2
V1+ b
—

Q r+—

TSl (2 oy iy YT



Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois regles ou méthodes
essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme x +— u’(z) f' (u(z))
dont une primitive sur I est z +— f(u(x)).

a1 oy Chreveine © Y



Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois regles ou méthodes
essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme x +— u’(z) f' (u(z))
dont une primitive sur I est z +— f(u(x)).
Par intégration par parties : On remplace le calcul d’une primitive par le

calcul d’une autre plus simple apres avoir bien vérifié et stipulé
que les intégrandes concernées étaient de classe €' sur 1.

a1 oy Chreveine © Y



TS o roeey . Syt O

Pour calculer une intégrale sur un segment I, il existe trois regles ou méthodes
essentielles :

A vue : On reconnait une dérivée connue ou la forme x +— u’(z) f' (u(z))
dont une primitive sur I est z +— f(u(x)).
Par intégration par parties : On remplace le calcul d’une primitive par le
calcul d’une autre plus simple apres avoir bien vérifié et stipulé
que les intégrandes concernées étaient de classe €' sur 1.

Par changement de variables : ¢ étant de classe €' sur I, on pose t = ¢(u),
et donc dt = ¢’ (u) du, et on a :

z »(z)
/ o' (u) f(p(u)) du = / f(t)dt avec t = p(u).




Q Primitives

o Intégrales
o Pratique élémentaire de l’intégration

o Primitives de fonctions rationnelles
@ Généralités sur la décomposition en éléments simples

@ Intégration des éléments simples

o Techniques a connaitre




P(z)

Considérant une fonction rationnelle sous sa forme générale Q@) il est
x

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fonction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1
K
T—a




P(z
Considérant une fonction rationnelle sous sa forme générale Q(( )’ il est
x

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fonction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :
1 1
[ ) 3 [ ] —k7 k > 1.
z—a (x—a)

On parlera d’éléments simples de premiére espece.




P(z)
Q(z)
pratiquement impossible d’en trouver une primitive « & vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fonction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

Considérant une fonction rationnelle sous sa forme générale , il est

1 1

p— (x —a)k’

On parlera d’éléments simples de premiere espece. Et de termes de la forme :

1
L4 —7
axr? +bxr+c

avec k> 1,a#0et A =b%—ac<0.




sz 9 A . z) .
Considérant une fonction rationnelle sous sa forme générale ) , il est

(
Q(z)

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la

théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fonction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1 1

p— (x —a)k’

1

L4 —7
axr? +bx+c
ar +

ax? +bx +c’

avec k> 1,a# 0 et A =b%—ac<0.




sz 9 A . z) .
Considérant une fonction rationnelle sous sa forme générale ) , il est

(
Q(z)

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « a vue ». Heureusement, la

théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fonction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1 1
. , e — . k>1
T—a (x —a)k
1 1
e ————, e ————,
ax? +br +c (az? + bx + )k
ar +
az? +bx + ¢’

avec k> 1,a# 0 et A =b%—ac<0.




P(z)

Considérant une fonction rationnelle sous sa forme générale , il est

Q(z)

pratiquement impossible d’en trouver une primitive « & vue ». Heureusement, la
théorie (qui n’est pas au programme de PTSI) montre que toute fonction
rationnelle se décompose en la somme de termes de la forme :

1 1

, k1
e — * (x —a)k
[ ] 1 [ ] 1
ax? +br +c’ (az? + bx + )k’
Rl oz +
as? fbase: * (aa? thzt o

avec k>1,a#0et A =b>—ac<0.

On parlera d’éléments simples de deuxiéme espece.




En substance,

m Soient «, f3,7,... € R, il existe a,b,¢,... € R tels que : Vo € R\ {e,f,7,...},

1 a b c
G-ae—PE-7~ s-a z-p -7

TSl (2 o Syt O



m Soient «, 3,7, ... € R, il existe a,b,¢,... € R tels que : Vo € R\ {«,f,7,...},

1 _a b C
@G-—a)@—Pa—7)~ z-a z-B z-7"

m Soient a, 3,7,... € Ret n € N*, il existe ay,...,a,,b,c,... € R tels que :
Vo eR\{,fb,7,...},

1 a a a b c
= L 4 . 1

@G—ar@—Ba—~ @-ar @—ar i Tz—az-8 z-7]

TSl (2 oy Syt O



m Soient «, 3,7, ... € R, il existe a,b,¢,... € R tels que : Vo € R\ {«,f,7,...},

1 _a b C
@G-—a)@—Pa—7) - z-a z-F z-7 "

m Soient a, 3,7,... € Ret n € N*, il existe ay,...,a,,b,c,... € R tels que :
Vo eR\{,fb,7,...},
1 a a a; b @

G-arG-Be—m- G-y G- Tz-atz—fz-7

m Soient a, 3,... € R et u,v € R tels que u? — 4v < 0, il existe a,b,... € R et
A€ R tels que : Vo € R\ {e,,...},
1 AT+ a b

(22 +uz +v)(z — a)(x— 8) - :m2+ux+v+z—a+x—ﬁ+m

TSl (2 oy Syt O




IV. Primitives de fonctions rationnelles

m Soient a, 8,7, ... € R, il existe a,b,c,... € R tels que : Vz € R\ {«,S,7,...},

1 N b g
(z—a)(z—B)(=z—7) z—a z—f z—7

m Soient a, 3,7,... € Ret n € N*, il existe ay,...,a,,b,c,... € R tels que :
VzeR\{a,pB,7,...},

1 . a, I a P a, I b N c
(z—a)"(z—PB)(z—7) (z—a) (z—a)*! r—a z—0B T—1

m Soient a, 3,... € R et u,v € R tels que u? — 4v < 0, il existe a,b,... € R et
A €ERtelsque: Vo e R\ {a, 5, ...},
1 AT+ [ a b

(22 +uz +v)(x —a)(x —B) - :x2+u17+’u+x—a+x—ﬂ+m

Seule, la premiere décomposition est & connaitre en PTSI. Vous pourrez ¥ V-r
rencontrer les suivantes et quelques autres non présentées ici mais, dans ce c

I’énoncé ou 'examinateur vous aideront toujours.
PTSI (F. PUCCI) Chapitre 9 75 /109



m Dans le cas des pdles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité
pour X = a.

Exemple 19 (PSles simples réels de premiére espece) :

2 3
Décomposition en éléments simples de f(z) = 2I7+2
2 — 1 —

® On commence par factoriser le dénominateur afin d’identifier les poles et leur
multiplicité :

2z +3
(x+1)(z—2)"

?—x—2=(@+1)(z—2) et flz)=




m Dans le cas des pdles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité
pour X = a.

Exemple 19 (PSles simples réels de premiére espece) :

2 3
Décomposition en éléments simples de f(z) = 2I7+2
2 — 1 —

® On commence par factoriser le dénominateur afin d’identifier les poles et leur
multiplicité :
2z +3

2 —z—2=(z+1)(x—2) et f(@zm'

® La théorie nous assure alors que :

®3)




m Dans le cas des pdles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité
pour X = a.

Exemple 19 (PSles simples réels de premiére espece) :

2 3
Décomposition en éléments simples de f(z) = 2I7+2
2 — 1 —

® On commence par factoriser le dénominateur afin d’identifier les poles et leur
multiplicité :
2z +3

2 —z—2=(z+1)(x—2) et f(@zm'

® La théorie nous assure alors que :
a b
flx) =

I+1+x72' 3)

® Pour z # —1, on multiplie I’égalité (3) par = + 1, ce qui donne :

2z +3 b(z+1

+2 =a+ ( +2 ) Expression qui peut alors étre évaluée en z = —1, le pole
z— T —
ayant disparu.

1
On trouve alors —3= a.

T




m Dans le cas des poles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité
pour X = a.

Exemple 19 (PSles simples réels de premiére espece) :

2z +3

Décomposition en éléments simples de f(z) = [CES RN
x z—

® On itere le raisonnement précédent a tous les poles simples. Ici, en multipliant par
z — 2 et en évaluant en z = 2.

On trouve b = g

N
il
A




m Dans le cas des poles simples i.e. de dénominateurs de degré 1 de la forme
X — a, on peut multiplier les deux membres par X — a puis évaluer ’égalité
pour X = a.

Exemple 19 (PSles simples réels de premiére espece) :

2 3
Décomposition en éléments simples de f(z) = ﬁ
x z—

® On itere le raisonnement précédent a tous les poles simples. Ici, en multipliant par
z — 2 et en évaluant en z = 2.

On trouve b = g
1

7
3@+1)  3@—2)
intervalle I contenu dans R\ {—1, 2} est de la forme :

® Conclusion : f(z) = — et toute primitive de f sur tout

1

7
Il—>f%ln|z+1\+gln\x72|:§ln =2

a aF 1l

S
il
A




m Dans le cas de pdles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement
précédent s’applique en multipliant les deux membres de la décomposition
par (x —a)™ et en identifiant pour = a mais seulement pour le coefficient
de plus haute multiplicité.

Exemple 20 (PSles simples et multiples réels de premiére espece) :
z+1

Décomposition en éléments simples de f(z) = CEREETI
T — @

® Celle-ci s’écrit :

L
e




m Dans le cas de pdles multiples, disons a de multiplicité n, le raisonnement
précédent s’applique en multipliant les deux membres de la décomposition
par (x —a)™ et en identifiant pour = a mais seulement pour le coefficient
de plus haute multiplicité.

Exemple 20 (PSles simples et multiples réels de premiére espéce) :
Décomposition en éléments simples de f(z) = .
! ! T -1+

® (Celle-ci s’écrit : "
a @
@)=yt eoi Tare

® En multipliant par x + 2, on obtient :

r+1 a b
ujDQZ(@fn2+x71)”+”+°

1
En évaluant en x = —2, on obtient ¢ = ~9

N
"
J‘”
-




Exemple 20 (PSles simples et multiples réels de premiére espéce) :

r+1

Décomposition en éléments simples de f(z) = m
T — a2

= En multipliant par (z —1)2, on obtient :

z+1

c(z—1)2
T+2 '

r—2

a+blx—1)+

2
En évaluant en x = 1, on obtient a = — facilement mais on perd 'occasion de

déterminer b & cause de la présence du facteur z — 1.




Exemple 20 (PSles simples et multiples réels de premiére espéce) :

1
Décomposition en éléments simples de f(z) = %
z—1)%(z

m En attendant de disposer de moyens plus efficaces, deux méthodes s’offrent a
nous :

S
jg
~ PTSI (F.PUCCI) ... Chapitre9  80/109



Exemple 20 (PSles simples et multiples réels de premiére espéce) :

r+1

Décomposition en éléments simples de f(z) = G-1@tD)
z—1)%(z

m En attendant de disposer de moyens plus efficaces, deux méthodes s’offrent a
nous :

© On pourra toujours évaluer la fonction en x = 0 par exemple et identifier. Le
coefficient b est alors solution de 1’équation
1 @ 1 2 1

1

S
A
ﬁ
~ PTSI (F.PUCCI) ... Chapitre9  80/109
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Exemple 20 (PSles simples et multiples réels de premiére espéce) :

@ ap
Décomposition en éléments simples de f(z) = -

(x—1)2(z+2)

m En attendant de disposer de moyens plus efficaces, deux méthodes s’offrent a
nous :

© On pourra toujours évaluer la fonction en x = 0 par exemple et identifier. Le
coefficient b est alors solution de 1’équation

© On utilise habilement les limites des fraction rationnelles en 400 apres avoir
multiplié par x les numérateurs

B =a b+£<:> L2 ! !
2(-1)2

. . z(z+1) ,
AT ) = U e g C 4 e part.
. a b @ .
xEIJPoox ((x—1)2 + e + x+2> = b + ¢ d’autre part.

En identifiant, b est solution de I’équation 0 = b — —. On retrouve b = —.

N
e
ﬁ




Exemple 20 (PSles simples et multiples réels de premiére espéce) :

z+1

Décomposition en éléments simples de f(z) = G-1@tD)
z—1)%(z

q 2 1 1
m Conclusion : f(z) = 312 + S@=1) @t




m S’il y a des termes de degré supérieur, on peut obtenir une équation sur les

coeflicients en évaluant 1’égalité pour une valeur simple de = (souvent
2 = 0) sans multiplication préalable.




m S’il y a des termes de degré supérieur, on peut obtenir une équation sur les
coeflicients en évaluant 1’égalité pour une valeur simple de = (souvent
2 = 0) sans multiplication préalable.

m On peut également obtenir une équation en regardant la limite quand x
tend vers 400, en multipliant au besoin par x ou 22 pour faire apparaitre
des limites non nulles.




Exemple 2| (PSles simples de premiére et deuxieme espece) :

Décomposition en éléments simples de f(z) =

3 +1 :

m On commence par factoriser le dénominateur dans R :
23 +1=(z+1)(z?—z+1).
Le deuxiéme facteur ayant un discriminant négatif, on ne peut aller plus loin.
m La théorie nous assure alors que :

_a bx + ¢
z+1 22—x+1°

(4)




Exemple 2| (PSles simples de premiére et deuxieme espece) :

1 a bx + ¢

Dé iti élé ts simples d. = = :
écomposition en éléments simples de f(z) Bl srl T Z_ar1

m On commence par factoriser le dénominateur dans R :

23 +1=(z+1)(z?—z+1).

Le deuxiéme facteur ayant un discriminant négatif, on ne peut aller plus loin.

m La théorie nous assure alors que :

_a bx + ¢
z+1 22—x+1°

1
m En multipliant par x + 1, on trouve rapidement a = 3

(4)




Exemple 21 (PSles simples de premiére et deuxieme espece) :

1 1 N br+c
T3+l 3(@+1)  a?2—z+1

Décomposition en éléments simples de f(x)

m Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut regarder en

1
Opourtrouver1=§+c = c=§.




Exemple 2| (PSles simples de premiére et deuxiéme espéce) :

Dé i Sléments simples de f(z) ! ! e
es de xr) = = o
ecomposition en elements sSimp. 1‘3 + 1 3(:1; + 1) $2 - + 1

m Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut regarder en
1 2
0 pour trouver 1 = - +c¢ < c= 3

Enfin, on peut multiplier par = et regarder la limite en +o00, ce qui donne

2
bx2+§x
IHTOOI3+1 :zginooa’(erl) +zll>1+T—loo 22 —z+1
1
0=1+b
3+
1
=g,
&




Exemple 21 (PSles simples de premiére et deuxieme espece) :

m Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires. On peut regarder en

1 2
Opourtrouver1=§+c = c=§.

Enfin, on peut multiplier par = et regarder la limite en +o0, ce qui donne

2
bz2+§x
im ——— = lim ——— + lim ——3
orto0 73 1 1 zalToo3(a:+1)+a:ETooa:2—x+1
1
0==-+0b
3+
1
b=—=.
3
1 1 r—2

m Conclusion : f(z) = e ar 3@+ 1) T 32—z + 1)




Exemple 2| (PSles simples de premiére et deuxieme espece) :

Remaraue : Rien empéche de faire un petit tour dans C et de poser a et @ les racines
complexes 22—z + 1= (z — a)(z — @).
L’égalité (4) s’écrit alors :

1 B 1 bz + ¢

G 9650 e

On multiplie alors les deux membres de ’équation par x — a avant d’évaluer en z = a.
On trouve alors :
1 ba+c P 1 i
= =ba+c
(a+1)(a—a) (a—a) a+1

<= l=(at+c)(a+l) <= 1=ba?+(b+c)a+c

Or,a’?=a—1,

= 1l=bla—1)+(b+c)a+c
= l=—b+c+(2b+c)




Exemple 21 (PSles simvples de premiére et deuxieme espece) :

On multiplie alors les deux membres de 1’équation par x — « avant d’évaluer en = = a.
On trouve alors :
1 b 1
= = “ +f <~ =ba+c
(a+1)(a—a) (a—a) a+1

= 1= (a+c)a+1) <= 1=ba®+ (b+c)a+c

Or,oe?=a—1,

= l=bla—1)+(b+c)a+c
= 1l=—-b+c+(2b+c)x

En identifiant « partie réelle » et « imaginaire » en « :

= {1 O = S
0 = 2b+c

W =

[SCAN]




1

Primitive de et k>1: cf. 1" exemple (19) .
T—a (z — )

. ax + 1
Toutes les fonctions du type P e—— ou P e avec

A = b% — 4ac > 0 se rameénent a ce cas la.

k?




1
T—a (x —a)*’

1
Primitive de et

k>1: cf. 1" exemple (19) .

axr+f 1

ou
ax? +bxr+c ar? +bx +c
A = b% — 4ac > 0 se rameénent a ce cas la.

Toutes les fonctions du type avec

Soient 7, ..., 7, des réels deux a deux distincts et un intervalle
ICR\{ry,..,r,}

1
Alors, toute primitive de f : z sur I est de la forme

(x—=71) e (@—1p,)

n
T ZAk In|z —r,| 4+ Cte ou Ay, ..., A, sont les coefficients de la
k=1
décomposition en éléments simples de f.

TSl (= oy G VS



1

k>1: cf. 1" exemple (19) .

1
Toutes les fonctions du type oz +p ou avec
azx? +bx +c azr? +bx + ¢

A = b% — 4ac > 0 se rameénent a ce cas la.

Primitive de et

T—a (x —a)*’

Soient 7, ..., 7, des réels deux a deux distincts et un intervalle
ICR\{ry,...,rp}.

1
Alors, toute primitive de f : z sur I est de la forme

(x—=71) e (@—1p,)

n

T ZAk In|z —r,| 4+ Cte ou Ay, ..., A, sont les coefficients de la
k=1

décomposition en éléments simples de f.

a . o 1 .
Déterminer les primitives de z — sur des intervalles

- (z—1)(z—2)(z—3)
appropriés.

TS o rveeny . Syt O
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1
Primitive de 2+ —————— (avec a # 0) : On utilise la forme canonique :
azx? +bx + ¢
2 by\? A 2
ax*+br+c=al|lz+—] ——|, avec A = b* — 4ac.
2a 4a?

Selon le signe de A, trois cas se présentent.




Exemple 22 (Cas o A < 0) :

/z a /z dt _4 /z dt
24+t+1 (t+1)° 33 (7

) +3 2t+1>2 +1
On pose £ = % i.e. d§ = 7
13 fd 9
& +§1 7/ arctan({)
= l arctan < Cht )
V3




Exemple 23 (Cas ou A =0) :

- dt _/9” a1 1
24441 ) (2t+1)2° 222 +1




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

Calculons / W:l%

@ Factoriser le dénominateur : 222 — 2 — 1 = (z — 1)(2z + 1).




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

@ Déterminer la décomposition en éléments simples :

1 « B

@—DEet+D) o-1" 2+1 @)

@ En multipliant les deux membres par (z — 1) puis en remplacant = par 1, on

obtient : @ = —.

3
1
® En multipliant les deux membres par (22 + 1) puis en remplacant x par 5
2
on obtient : a = ~3
1 1
D’ou, =3

2
o 3
222 —z—1 zx2—1 2x+1°




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

@ Utiliser la linéarité de l'intégrale :

[t [ (ke
22—t —1 t—1 2t+1

1 1 1 —
:§ln\x71|f§ln|2x+1|:§ln —




Exemple 24 (Cas ou A > 0) :

1 1
Remaraues : La fonction 2+ ————— n’est pas définie en —= et en 1.
272 —xz—1 2
. . . . 1 1
On travaille donc sur un intervalles strictement inclus dans }—oo ; ) [, ]—5 i1 [, ou
115 4-o00[[.
=S ] 00 1[0 sur |1;+o0[, on a : 4 11n<9€71>
r |—oo;—— r|l; _— = — .
b T R 2 —t—1 3 \2z+1

. ] 1 1[ /z dt L (1-x>
[ —— —— = — .
bl IRl Kl B - B e D W |




ax+
2 +br+c

Primitive de avec b? —4c < 0 : Comme z2 + bz + ¢ ne s’annule

. N o
pas sur R, on peut envisager une primitive de la forme —. On
U

commence par faire apparaitre cette forme et on a :
5
at + 0 o 2L+ / T
—dt=—- | 57— dt —=—dt
/t2+bt+c 2/t2+bt+c T P rete

= g In |22 + bz + | + = arctan(...).




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

.’IJ2

— .
0=z 3 +1

TSl (= oy iy SOV



Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :
z2 1

— .
0=z 3 +1

TSl (= oy iy SOV



Q Primitives

Q Intégrales
o Pratique élémentaire de l’intégration
o Primitives de fonctions rationnelles

° Techniques a connaitre
@ Primitives de x — P(z)e*®
@ Primitives de z > e** cos(wx)
@ Primitives des polyndmes trigonométriques = +— P (cos(x) ;sin(x))

P (cos(z) ;sin(z))
Q (cos(a) sin(2))

@ Primitives des fonctions rationnelles trigonométriques x —




Soient P une fonction polynomiale et & un nombre réel.

Alors z +— P(z) e** admet une primitive de la forme z > Q(z) e** ou Q est
une fonction polynomiale de méme degré que P.




Soit n le degré de P. Deux méthodes pour déterminer () dans la proposition
précédente :

n
@ Chercher Q sous la forme z — Z b,x® avec les coefficients by, &

k=0
déterminer. On calcule la dérivée de = — Q(z) e™*, et on réinjecte dans
I’équation de primitivation pour obtenir

Q +aQ ="P.

11 suffit alors d’identifier les coefficients dans cette égalité polynomiale pour
obtenir un systéme linéaire en by, ..., b,, que 'on résout. (On trouvera
toujours une unique solution).

TSl (7 oy G ST



Soit n le degré de P. Deux méthodes pour déterminer () dans la proposition
précédente :

n
@ Chercher Q sous la forme z — Z b,x® avec les coefficients by, &

k=0
déterminer. On calcule la dérivée de = — Q(z) e™*, et on réinjecte dans
I’équation de primitivation pour obtenir

Q +aQ ="P.

11 suffit alors d’identifier les coefficients dans cette égalité polynomiale pour
obtenir un systéme linéaire en by, ..., b,, que 'on résout. (On trouvera
toujours une unique solution).

© Si le degré de P n’est pas trop grand, on peut aussi effectuer des
intégrations par parties successives en dérivant P, puis P’, etc, jusqu’a
épuiser le degré du polynome a intégrer. N

TSl (= oy T S



Exemple 25 :

T
/ e tdt=— (22 + 20 +2) %




On souhaite déterminer des primitives de fonctions du type x > e** cos(wz)
ou r — e sin(wz) ol (a;w) € R2.

Figure 4 — Signaux pseudo-périodiques avec enveloppe exponentielle. La charge d’un
condensateur dans un circuit RLC est de ce type.

Chapitre 9 95 /109



Pour déterminer une primitive faisant intervenir z — e cos(bz) ou
x > e sin(bx), trois méthodes :

@ A l'aide des formules d’Euler, on se raméne a chercher une primitive de
x> el@tibT connue puis & en prendre la partie réelle ou imaginaire.




Pour déterminer une primitive faisant intervenir z — e cos(bz) ou
x > e sin(bx), trois méthodes :

@ A l'aide des formules d’Euler, on se raméne a chercher une primitive de
x> el@tibT connue puis & en prendre la partie réelle ou imaginaire.

© Une double intégration par parties doit vous ramener & une équation en la

primitive cherchée.

TSl (= oy Syt O
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Pour déterminer une primitive faisant intervenir z — e cos(bz) ou
x > e sin(bx), trois méthodes :

@ A l'aide des formules d’Euler, on se raméne a chercher une primitive de
x> el@tibT connue puis & en prendre la partie réelle ou imaginaire.

© Une double intégration par parties doit vous ramener & une équation en la
primitive cherchée.

© On peut aussi postuler que la primitive sera de la forme
T > e ()\ cos(bz) + ,usin(b:v)) et déterminer les constantes réelles X et
apres dérivation et identification.

TSl (= oy Ty SV



Exemple 26 (Primitive de z +— e” cos(z) par les £ormules dEuler) :

/ el cos(t)dt = / Re (E(Hi)t) dt = Re (/ e(1+1)t dt)
= Re (L e(1+i)z)
141

=Re ((1_71) (cos(z) + 1 sin(x))) e®

xZ

Donc, /I el cos(t)dt = (cos(z) + sin(x)) %.




Déterminer les primitives suivantes :

(1) / cos(t) e dt




Déterminer les primitives suivantes :

0/ cos(t) e dt 6/ cos(2t) et dt




Exemple 27 (Primitive de z > e”sin(2z) par PP :

Les fonctions ¢ — sin(2t) et t — e’ étant de classe €' sur tout intervalle de R, une
intégration par parties s’écrit :

/1 et sin(2t) dt = [sin(Qt) et]w - 2/1? cos(2t) et dt

Les fonctions ¢ — cos(2t) et ¢t — e' sont également de classe C! sur tout intervalle de
[R7

T

xT
/ el sin(2t) dt = sin(27) e — 2[cos(2t) et]m - 4/ sin(2t) e! dt
xT
5/ el sin(2t) dt = sin(27) e — 2 cos(2z) e®.

)

Donc, /m el sin(2t)(t) dt = (sin(Zx) — 2005(23:)) %.




Exemple 2.8 (Primitive de x +— e *sin(2z) par « dérivation ») :

Soient A, ;1 € R tels que ¢ : & > (X cos(2x) + psin(2z)) e soit une primitive de
x> e Tsin(2x).

@ est clairement dérivable sur R et on a :
VzeR, ¢ (z) = ( (20 — \) cos(2z) — (2A + p) sin(2x)) e .

Le couple (\; i) est alors solution du systéme :

2—A =0 2 1
A= -=. t =—.
{ p+oa =1 75 & KT
T e*flf
Donc, / e !sin(2t)(t)dt = (2 cos(2z) + sin(2m)> F




xT
Pour les primitives du type / cos™ () sin” (t) dt, (m;n) € N2, sauf

primitivation directe « a ’ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre
pour linéariser puis les primitives de ¢t — cos(at + b) et t — sin(at + b).




xT

Pour les primitives du type / cos™ () sin” (t) dt, (m;n) € N2, sauf

primitivation directe « a ’ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre
pour linéariser puis les primitives de ¢ — cos(at + b) et t —— sin(at + b).

On utilisera essentiellement les formules trigonométriques de « linéarisation » :

m sin(p) cos(q) = % [sin(p +¢q) + sin(p — q)] .

o oo T 0N/



xT

Pour les primitives du type / cos™ () sin” (t) dt, (m;n) € N2, sauf

primitivation directe « a ’ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre
pour linéariser puis les primitives de ¢ — cos(at + b) et t —— sin(at + b).

On utilisera essentiellement les formules trigonométriques de « linéarisation » :

m sin(p) cos(q) = % [sin(p +¢q) + sin(p — q)] .

m cos(p) cos(q) = % [COS(p +q) +cos(p — q)] .

o oo T 0N/



xT

Pour les primitives du type / cos™ () sin” (t) dt, (m;n) € N2, sauf

primitivation directe « a ’ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre
pour linéariser puis les primitives de ¢ — cos(at + b) et t —— sin(at + b).

On utilisera essentiellement les formules trigonométriques de « linéarisation » :
. Ir. .
n sin(p) cos(q) =  [sin(p+q) +sin(p—q)|.
1
m cos(p) cos(q) = 5 [COS(p +q) +cos(p — q)] .

m sin(p) sin(q) = % [cos(p —q) —sin(p + q)] .

o oo T 0N/



xT

Pour les primitives du type / cos™ () sin” (t) dt, (m;n) € N2, sauf

primitivation directe « a ’ceil », on utilise les formules d’Euler et De Moivre
pour linéariser puis les primitives de ¢ — cos(at + b) et t —— sin(at + b).

On utilisera essentiellement les formules trigonométriques de « linéarisation » :
. Ir. .
n sin(p) cos(q) =  [sin(p+q) +sin(p—q)|.
1
m cos(p) cos(q) = 5 [COS(p +q) +cos(p — q)] .

m sin(p) sin(q) = % [cos(p —q) —sin(p + q)] .

Exemple 2.9 :

/I cos(3t) cos(4t) dt = % /I (COS(7t> + cos(ft)) dt = ﬁ sin(7x) + % sin(x). j:

TRl (= oy oo T 0N/



Trois méthodes essentiellement :

@ La linéarisation brutale a partir des formules d’Euler. Efficace mais souvent
long




Trois méthodes essentiellement :

@ La linéarisation brutale a partir des formules d’Euler. Efficace mais souvent
long

© Le maniement subtil de relations trigonométriques faisant apparaitre des
expressions de la forme « u/u™ » ou permettant de se ramener au cas
précédent.
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Trois méthodes essentiellement :

@ La linéarisation brutale a partir des formules d’Euler. Efficace mais souvent
long

© Le maniement subtil de relations trigonométriques faisant apparaitre des
expressions de la forme « u/u™ » ou permettant de se ramener au cas
précédent.

© Un changement de variables confer la méthode (11) .

% '
¢ 4
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Trois méthodes essentiellement :

@ La linéarisation brutale a partir des formules d’Euler. Efficace mais souvent
long

© Le maniement subtil de relations trigonométriques faisant apparaitre des
expressions de la forme « u/u™ » ou permettant de se ramener au cas
précédent.

© Un changement de variables confer la méthode (11) .

Calculer une primitive de f : x — cos®(z).

TS o roeey . oo IO, 100



m si p est impair, on peut poser u = sin(z).




m si p est impair, on peut poser u = sin(z).

m si ¢ est impair, on peut poser u = cos(x).




m si p est impair, on peut poser u = sin(z).

m si ¢ est impair, on peut poser u = cos(x).

m p et ¢ sont impairs, on peut poser u = sin(z) ou u = cos(z) ou u = cos(2x).




m si p est impair, on peut poser u = sin(z).

m si ¢ est impair, on peut poser u = cos(x).
m p et ¢ sont impairs, on peut poser u = sin(z) ou u = cos(z) ou u = cos(2x).

m si p et ¢ sont pairs, on pourra linéariser, puis primitiver.

a1 oy T TS Y



m si p est impair, on peut poser u = sin(z).

m si ¢ est impair, on peut poser u = cos(x).

p et ¢ sont impairs, on peut poser u = sin(z) ou u = cos(x) ou u = cos(2z).

si p et ¢ sont pairs, on pourra linéariser, puis primitiver.

si p et ¢ sont de parité différente on pose le changement de variables égal a
la fonction trigonométrique a la puissance paire

u=cos(xz) sipestpair et wu=sin(z)siqest pair.

a1 oy T TS Y



m si p est impair, on peut poser u = sin(z).

m si ¢ est impair, on peut poser u = cos(x).

p et ¢ sont impairs, on peut poser u = sin(z) ou u = cos(x) ou u = cos(2z).

si p et ¢ sont pairs, on pourra linéariser, puis primitiver.

si p et ¢ sont de parité différente on pose le changement de variables égal a
la fonction trigonométrique a la puissance paire

u=cos(xz) sipestpair et wu=sin(z)siqest pair.

On est alors ramené a primitiver des fonctions polynomiales qu’il faudra évaluer

en cos(z), sin(z) ou cos(2z). s
E il

.
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Exemples 30 :

Qo /x cos(t)sin®(t) dt = isin“(x).

p et g impairs




Exemples 30 :

Qo /w cos(t)sin®(t) dt = isin‘l(x).

p et g impairs

z B 8 _ cos(2z) , 2
Q / cos3(t) sin®(t) dt = / i S(Qt) a” o % / i du
Nl il VA

p et g impairs

= liﬁ (% cos®(2x) — cos(2:r)) .




Exemples 30 :

Qo /w cos(t)sin®(t) dt = isin‘l(x).

p et g impairs

D B 8 _ cos(2z)
Q / cos3(t) sin®(t) dt :/ sm8(2t) dar" cos(2t) %/
N ———

p et g impairs

= liﬁ (% cos®(2x) — cos(2:r)) .

Q /Z cos?(t)sin®(t) dt O /CDS(Z) (u? —u*) du.
—_— 7
p pair et g impairs

= —% cos®(z) + % cos®(z)




Exemples 30 :

v =sin

sin(z)
Q / cos?(t) at“ 2 v / (1 —u?)du = sin(z) — % sin®(z).

p impair et g pair

1

2 int(t) = —

@ cos?(t) sm- (t) ol

p et g pairs
1 2iz

= o (P
25(64193_
:6i4(eﬁix_

S

64

1

= — cos(bz) — E cos(4x) —

32
T
D’ofl,/ cos?(t) sin(t) dt =

(eix+ e—im)2 (eix - e—ix)‘l

2

672iz)2 (eiz - efiz)

2+ ef4iz) (e2im — 2+ e72iz)

Ze4i:v_ e2i:p +4— e—2ix o

(2 cos(6z) — 4 cos(4x) — cos(z) +4)

1 1
T l cos(z) + T
1 . 1 .
192 sin(6z) — 7 sin(4x) — 7

2e—4ix + e—Giw)

1

sin(z) + —u.

16




T
Déterminer / cos® (t) dt.




* P(cos(t),sin(t))
Qleos(?), sin())

polynomiales a 2 variables, on peut toujours poser u = tan (5) pour se

Pour les primitives du type dt ou P, Q sont deux fonctions

ramener & l'intégrale d’un quotient de fonctions polynémes.

On a alors :

2 1—u? . 2u 2u
“1ra du, cos(t) = T e sin(t) = et tan(t) =

t i — T4 -
d 14+ u2 1—u?

Cette méthode fonctionne toujours et rameéne le probléme a celui de
Pintégration d’une fonction rationnelle. On peut cependant affiner un peu et
user des regles, dites de Bioche :




(Hors-Programme)
Dans la suite, f est une expression rationnelle en sin(t) et cos(t).

Ainsi, pour calculer / f(t) dt, on forme lintégrande : w(t) = f(t) dt.

m si w(—t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = cos(t) ;
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(Hors-Programme)
Dans la suite, f est une expression rationnelle en sin(t) et cos(t).

Ainsi, pour calculer / f(t) dt, on forme lintégrande : w(t) = f(t) dt.

m si w(—t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = cos(t) ;

m si w(m —t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = sin(¢) ;
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(Hors-Programme)
Dans la suite, f est une expression rationnelle en sin(t) et cos(t).

Ainsi, pour calculer / f(t) dt, on forme lintégrande : w(t) = f(t) dt.

m si w(—t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = cos(t) ;
(t), un changement de variables judicieux est u(t) = sin(t);

(t), un changement de variables judicieux est u(t) = tan(t) ;

a1 oy oo T 0y



(Hors-Programme)
Dans la suite, f est une expression rationnelle en sin(t) et cos(t).

Ainsi, pour calculer / f(t) dt, on forme lintégrande : w(t) = f(t) dt.

m si w(—t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = cos(t) ;
m si w(m —t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = sin(¢) ;
m si w(m+t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = tan(t);

m si deux des trois relations précédentes sont vraies (dans ce cas les trois
relations sont vraies), un changement de variables judicieux est
u(t) = cos(2t) ;
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(Hors-Programme)
Dans la suite, f est une expression rationnelle en sin(t) et cos(t).

Ainsi, pour calculer / f(t) dt, on forme lintégrande : w(t) = f(t) dt.

si w(—t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = cos(t) ;
si w(m —t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = sin(t) ;
si w(m+t) = w(t), un changement de variables judicieux est u(t) = tan(¢) ;
si deux des trois relations précédentes sont vraies (dans ce cas les trois
relations sont vraies), un changement de variables judicieux est
u(t) = cos(2t) ;

t
dans les autres cas, le changement de variables u(t) = tan <§> s’avere

souvent judicieux. 2
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Exemple 3| :

7
Avec le changement de variables u = tan (5), on obtient :

/% d _/{* 1+u2 2 adu _[2] 143
0 0 1

1 —sin(¢) b (1—u)? 1—ul,

<

_1+u2




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :




Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles
considérés :

1 1
i cos(x) i sh (z)
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