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Techniques d'intégration

1. Calculer ∫
3𝜋

2𝜋

d𝑡
𝜋 − 𝑡

.

∫
3𝜋

2𝜋

d𝑡
𝜋 − 𝑡

= [ − ln ( |𝜋 − 𝑡| )]
3𝜋

2𝜋
= [ − ln(𝑡 − 𝜋)]

3𝜋

2𝜋
= − ln(2).

2. On considère 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥
(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)

(a) Sur quel intervalle I, la fonction 𝑓 admet-elle une primitive ?

La fonction 𝑓 est continue sur ℝ ∖ {−3, 1}. D’après le théorème fondamental, elle admet donc une
primitive sur tout intervalle I inclus strictement dans ]−∞ ; −3[ ∪ ]−3 ; 1[ ∪ ]1 ; +∞[.

(b) Donner la décomposition en éléments simples de 𝑓 sur I.

La décomposition en éléments simples de 𝑓 sur I s’écrit :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑥 − 1

+ 𝑏
𝑥 + 3

.

— Pour 𝑥 = 0, 0 = −𝑎 + 𝑏
3

.

— lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓(𝑥) = 1 et lim
𝑥→+∞

𝑥 ( 𝑎
𝑥 − 1

+ 𝑏
𝑥 + 3

) = 𝑎 + 𝑏.

— 𝑎 et 𝑏 sont donc solutions du système
⎧
⎨⎩

−3𝑎 + 𝑏 = 0
𝑎 + 𝑏 = 1

.

On trouve 𝑎 = 1
4

et 𝑏 = 3
4

.

La décomposition de 𝑓 en éléments simples s’écrit donc :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = 1
4

( 1
𝑥 − 1

+ 3
𝑥 + 3

) .

(c) En déduire une primitive de 𝑓 sur I.

D’après les questions précédentes,

∀ 𝑥 ∈ I, ∫
𝑥

𝑓(𝑡) d𝑡 = 1
4

∫
𝑥

( 1
𝑡 − 1

+ 3
𝑡 + 3

) d𝑡 = 1
4

ln (|(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)| (𝑥 + 3)2) .

(d) Calculer ∫
0

−2
𝑓(𝑡) d𝑡.

Sur [−2 ; 0], (𝑥 − 1)(𝑥 + 3) < 0 donc,

∫
0

−2
𝑓(𝑡) d𝑡 = 1

4
[ ln ((1 − 𝑥)(𝑥 + 3)3) ]

0

−2
= 1

4
(ln(27) − ln(3)) = 1

2
ln(3).
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3. On considère 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 1
(𝑥2 + 1)(𝑥 − 2)

.

(a) Sur quel intervalle I, la fonction 𝑓 admet-elle une primitive ?

La fonction 𝑓 est continue sur ℝ ∖ {2}. D’après le théorème fondamental, elle admet donc une primitive
sur tout intervalle I inclus strictement dans ]−∞ ; 2[ ∪ ]2 ; +∞[.

(b) Donner la décomposition en éléments simples de 𝑓 sur I.
La décomposition en éléments simples de 𝑓 sur I s’écrit :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑥 − 2

+ 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑥2 + 1

.

— 𝑎 = (𝑥 − 2)𝑓(𝑥)∣
𝑥=2

= 1
5

.

— 𝑎 + 𝑏 = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓(𝑥) = 0 ⟹ 𝑏 = −1
5

.

— −1
2

= 𝑓(0) = −𝑎
2

+𝑐 ⟹ 𝑐 = −2
5

ou 𝑏 i +𝑐 = (𝑥2+1)𝑓(𝑥)∣
𝑥= i

= 1
i − 2

= −2
5

− 1
5

i ⟹ 𝑐 = −2
5

.

La décomposition de 𝑓 en éléments simples s’écrit donc :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = 1
5

( 1
𝑥 − 2

− 𝑥 + 2
𝑥2 + 1

) .

(c) En déduire une primitive de 𝑓 sur I.
D’après les questions précédentes,

∀ 𝑥 ∈ I, ∫
𝑥

𝑓(𝑡) d𝑡 = 1
5

∫
𝑥

( d𝑡
𝑡 − 2

− 𝑡 + 2
𝑡2 + 1

) .

= 1
5

ln ( |𝑥 − 2| ) − 1
10

∫
𝑥 2𝑡

𝑡2 + 1
d𝑡 − 1

5
∫

𝑥 2
𝑡2 + 1

d𝑡

= 1
5

ln ( |𝑥 − 2| ) − 1
10

ln (𝑥2 + 1) − 2
5

arctan (𝑥).
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1. Calculer ∫
3 e

2 e

d𝑡
e − 𝑡

.

∫
3 e

2 e

d𝑡
e − 𝑡

= [ − ln ( | e − 𝑡| )]
3 e

2 e
= [ − ln(𝑡 − e)]

3 e

2 e
= − ln(2).

2. On considère 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥
(𝑥 + 1)(𝑥 − 2)

(a) Sur quel intervalle I, la fonction 𝑓 admet-elle une primitive ?

La fonction 𝑓 est continue sur ℝ ∖ {−1, 2}. D’après le théorème fondamental, elle admet donc une
primitive sur tout intervalle I inclus strictement dans ]−∞ ; −1[ ∪ ]−1 ; 2[ ∪ ]2 ; +∞[.

(b) Donner la décomposition en éléments simple de 𝑓 sur I.

La décomposition en éléments simples de 𝑓 sur I s’écrit :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑥 + 1

+ 𝑏
𝑥 − 2

.

— Pour 𝑥 = 0, 0 = 𝑎 − 𝑏
2

.

— lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓(𝑥) = 1 et lim
𝑥→+∞

𝑥 ( 𝑎
𝑥 + 1

+ 𝑏
𝑥 − 2

) = 𝑎 + 𝑏.

— 𝑎 et 𝑏 sont donc solutions du système
⎧
⎨⎩

2𝑎 − 𝑏 = 0
𝑎 + 𝑏 = 1

.

On trouve 𝑎 = 1
3

et 𝑏 = 2
3

.

La décomposition de 𝑓 en éléments simples s’écrit donc :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = 1
3

( 1
𝑥 + 1

+ 2
𝑥 − 2

) .

(c) En déduire une primitive de 𝑓 sur I.

D’après les questions précédentes,

∀ 𝑥 ∈ I, ∫
𝑥

𝑓(𝑡) d𝑡 = 1
3

∫
𝑥

( 1
𝑡 + 1

+ 2
𝑡 − 2

) d𝑡 = 1
3

ln (|𝑥 + 1| (𝑥 − 2)2) .

(d) Calculer ∫
1

0
𝑓(𝑡) d𝑡.

Sur [0 ; 1], 𝑥 + 1 ⩾ 0 donc,

∫
1

0
𝑓(𝑡) d𝑡 = [1

3
ln ((𝑥 + 1)(𝑥 − 2)2) ]

1

0
= 1

3
(ln(2) − ln(4)) = −1

3
ln(2).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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3. On considère 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 1
(𝑥 − 1)2(𝑥 − 2)

.

(a) Sur quel intervalle I, la fonction 𝑓 admet-elle une primitive ?

La fonction 𝑓 est continue sur ℝ∖{1, 2}. D’après le théorème fondamental, elle admet donc une primitive
sur tout intervalle I inclus strictement dans ]−∞ ; 1[ ∪ ]1 ; 2[ ∪ ]2 ; +∞[.

(b) Donner la décomposition en éléments simple de 𝑓 sur I.
La décomposition en éléments simples de 𝑓 sur I s’écrit :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = 𝑎
(𝑥 − 1)2 + 𝑏

𝑥 − 1
+ 𝑐

𝑥 − 2
.

— 𝑎 = (𝑥 − 1)2𝑓(𝑥)∣
𝑥=1

= −1.

— 𝑐 = (𝑥 − 2)𝑓(𝑥)∣
𝑥=2

= 1.

— 𝑏 + 𝑐 = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓(𝑥) = 0 ⟹ 𝑏 = −1 ou −1
2

= 𝑓(0) = 𝑎 − 𝑏 − 𝑐
2

⟹ 𝑏 = −1.

La décomposition de 𝑓 en éléments simples s’écrit donc :

∀ 𝑥 ∈ I, 𝑓(𝑥) = − 1
(𝑥 − 1)2 − 1

𝑥 − 1
+ 1

𝑥 − 2
.

(c) En déduire une primitive de 𝑓 sur I.
D’après les questions précédentes,

∀ 𝑥 ∈ I, ∫
𝑥

𝑓(𝑡) d𝑡 = − ∫
𝑥

( 1
(𝑡 − 1)2 + 1

𝑡 − 1
− 1

𝑡 − 2
) d𝑡.

= 1
𝑥 − 1

− ln ( |𝑥 − 1| ) + ln ( |𝑥 − 2| )

= 1
𝑥 − 1

+ ln (∣𝑥 − 2
𝑥 − 1

∣) .
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