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PTSI VINCI - 2025 I. L’ENSEMBLE DES MATRICES .7, ,(K)

I/ L’ensemble des matrices .7, ,(K)

I.1 Généralités et vocabulaire

Définition 1 : Soient n et p deux entiers non nuls.
On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute famille A = (aij)lgign
1<5<
d’éléments de K, indexée par [1;n] x [1;p].
ajy Qg .. Gy ap
a21 a22 cee a2] cee a2p
A=| " : “ | otiay €K Y (i55) € [1;n] x [1;p]-
G G o Gy . G i €1V (457) € [1;n] x [1;7] A
Ap1 Opa - Gpj - Gpy %
On note .7, ,(K) leur ensemble oli n et p sont, réciproquement, le nombre de lignes et de colonnes et -]
K est le corps auquel appartiennent les coefficients (R ou C pour nous). I_;EI
— Les nombres a;; sont les coefficients de la matrice A. v,
— a;; est situé a l'intersection de la i®™¢ Jigne et de la 7™ colonne. iy
On notera souvent, en abrégé, A = (ai’j)(i;j)elu. Z
VAREN P q
(00 YQgg e Ay e ag, e lag g
N o l\ P : p ;U
I ) L]
aﬁ\\ \\..\\ e s a2n “ee ICL2] : . a2p n
. N\, . . . . | . m
: N\ : : : :
A= |pFmmagia it i I ) @)
11 Qg > D L Qi aipl
\ N N |
e il Bl Cl e Rl g
'~ . N\ H H
. . N . -~ I . I .
N N | |
anl an2 ..\\ /l | an‘j ;o a/,np
\ N o \
i ligne Diagonale de la matrice j°™me colonne

Exemples 1 :

— A= <£11 3 01) € M 3(R) est une matrice 2 x 3 réelle.

Par exemple, ay; =4 et a;53 = 0.

4 1—1

— A= (1 0 ) € M,(C) est une matrice 2 X 2 complexe.
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Une matrice A de .#, ,(K) est donc enticrement déterminée par la donnée de n x p scalaires qui la
déterminent ce qui implique notamment que :

Théoréme 1 :

A= 0.4, ) =V (i;4) € [1;n] x [1;5p], a;; = Oy.

Une matrice est nulle si, et seulement si ses coefficients sont tous nuls.

1
Remarque : Pour différencier les vecteurs X = | ¢ | que sont les matrices colonnes (ou lignes) des
x

n

coefficients x; € K qui les déterminent, on appelle scalaire, tout élément de K.

Exercice 1 : Représenter les matrices suivantes telles que :
1. A est la matrice de .#, 4(R) avec a;; =i+ j
: 1 sii—j=1[2]
2. B est la matrice de ., 5(R) telle que b;; = { 0 sinon
1 sii=j
3. C est la matrice de .#,(R) telle que ¢;; = ¢ —1 sifi—j|=1
0 sinon
— (i — 7.G=(Sh ai+a4> .
5 B= (= dD1g jen ( 2 1<i,j<n
1.2 Zoologie

— Sin =1, la matrice M est appelée matrice ou vecteur ligne.

(1 5 8) €. 4(R) ~R>

— Si p =1, la matrice M est appelée matrice ou vecteur colonne.

1
3 | € A5;1(R)~ R3.
—4
— Si m = n, la matrice M est appelée matrice carrée d’ordre n. Leur ensemble est simplement noté
M, (K).

4 5
(3 _2> € Mo(R).
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PTSI VINCI - 2025 II. OPERATIONS SUR .7, ,(K)

— On appelle matrice unité ou identité d’ordre n, notée I, , la matrice carrée d’ordre n qui ne possede
que des « 1 » sur sa diagonale et des « 0 » ailleurs :

1 sii=y
In:(dij) S, oud; ;= .
RAEASAVAS [ ’ 0 sinon

Vocabulaire : La notation ¢, ; porte le nom de symbole de Kronecker.
100

=10 1 0 I, =
0 01

— On appelle matrice diagonale d’ordre n la matrice carrée d’ordre n qui ne possede des éléments non
nuls que sur sa diagonale : a;; = 0, Vi # j.

2 0 0
01 0 |€2K). @)
00 —3 L
>
On note Z,,(K) leur ensemble. -_U
_|
A 0 )
En particulier, les matrices AL, = , A € K, sont appelées matrices scalaires m
0 A X
— On appelle matrice triangulaire (resp. strictement triangulaire) d’ordre n une matrice carrée d’ordre E
n qui possede un triangle composé uniquement de « 0 » sous la diagonale (resp. strictement sous) :| *
a;; =0, Vi< j(resp. i < j) est une matrice triangulaire inférieure (resp. strictement inférieure). E
_|
1 00 1 4 5 0 0 O o)
450 0 —5 —1 3.0 0 O
2 5 7 0 0 1 7T -1 0 m
N n
. . e o Matrice triangulaire Matrice strictement
Matrice triangulaire inférieure f . e e
supérieure triangulaire (inférieure)
K) 1
On note .7, ;(K) leur ensemble On note 7, 5 (K) leur
' ensemble

IT/ Opérations sur .7, ,(K)

I1.1 Addition

Définition 2 (Somme) : Soient A = (a;;), B = (b;;) € 4, ,(K) deux matrices de méme dimension.

La matrice C=A + B est la matrice dont les coefficients sont les sommes des coefficients de A
My, »(K)
et B :

C=A + . B — (aij) + (bij) = (az’j + bij)'

‘%n,p( ‘n,p

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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ATTENTION I Les matrices doivent avoir les mémes dimensions sinon leur addition n’est pas définie.

Exemples 2 :
1 2 0 0 0 0 1 2 1 2
— |4 3 |+(00f=]0 0]+ 4 3 =14 3
-5 —1 00 00 -5 —1 -5 —1
(1t 2 0\ (-5 23\ (6 0 =3
4 3 -1 1 2 4 31 -5/
1 2 —4 1 0 O 0 2 —4 0 2 —4 1 0 O
— |4 3 -1|=|42 0]|+]0 1 —=1|{=]101 —1(+([4 2 0
5 0 2 5 0 =3 0 0 5 00 5 5 0 —3
— La matrice nulle 0, () est I’élément neutre de I'addition définie ci-dessus : T
VA€M, (K, A+ (0)=(0)+ A=A %
— Tout élément A = (a;;) € A, ,(K) possede un symétrique pour la loi + appelé matrice opposée de -
A et notée —A = (—a,;). La matrice formée des opposés des coefficients de A : o)
m
VAec A, , K, A+(—A)=(—A)+A=(0).
a
De méme que 'addition dans K, 'addition des matrices vérifient les mémes lois : associativité, commutati- =
vité, élément neutre et opposé.
Proposition 2 : >
_|
((lj‘j,)i( [1;m] - (\b/v]’)’i( [1;n] = V <1 }) € Hl nﬂ X Hl :[)ﬂf ay’j — b/j' E
j€l1;p] My, p(K) J€1;p] : n
m
Deux matrices sont égales si, et seulement si elles ont les mémes dimensions et leurs coefficients sont wn
égauzr deur a deux.

I1.2 Loi externe

Définition 3 (Multiplication par un scalaire) : Soient A = (a,;) € 4, ,(K) et A € K.

— On définit le produit (externe) de la matrice A par le scalaire A\, noté \.A ou AA, comme la
matrice dont chaque coefficient est multiplié par A :

)\%n,p([K)<aZ]) — ()\ Ez a”)

— Plus généralement, pour tout A, u € K la combinaison linéaire de A et B = (b;;) € 4, ,(K) est
la matrice, notée \.A + p.B, de coefficients :

A y (b)) = (Axa,. b..).
A, (M)(a”)///n—";(k)u///n,p(k)( i) ( ﬁiawﬁﬁﬂﬁi ”)

n,p

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exemple 3 : 2. L20 = 240
4 3 —1 8 6 —2
Exemple 4 : 3 21 —2 Ll = 41 .
0 4 -2 3 4 6

3X +4Y = ( 152 3 )
Exercice 2 : Résoudre dans .#Z,(R) le systéme :

—oX43y= (5 7

L9 -6
0
L
>
Définition 4 (Matrices élémentaires) : Soit (i;7) € [1;n] x [1;p]. O
On appelle matrice élémentaire (de 4, ,(K)), notée E, ; , , ou E, ;, la matrice de ., ,(K) dont tous =
les coefficients sont nuls & I’exception du coefficient de position (i, 5), égal a 1 : I.;EI
Em‘,n,p = <5k,i5l,j)1<k<n~ X
1<I<p —_
| >
0 0 —
******* I R )
ijnp = (@)
0 0 m
n

Figure XIII.1 — Matrice élémentaire de .#,, ,,(K).

Exemple 5 : Les matrices élémentaires de .#; 3(R) sont :

0 0 0

0 0 0
O)’ .E22:<0 0)= W et By =

(
a0

o O O O
= o O =
Il
N
— O o
OOOO

— o ~—

©°C or

Il est assez clair que toute matrice M € .#, 5(R) est combinaison linéaires de matrices élémentaires :

_( ™Mq1 My My3 | _ 1 00 010 B o
M= ( Moy Mgy Mgy ) — ( 000 M 0 00 T = 1;;2 M Em'
1<5<3

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Proposition 3 :

I1.3 Produit matriciel

Définition 5 (Produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne) : Le produit d’un vecteur ligne
L par un vecteur colonne C de méme dimension n est égal au produit scalaire des deux vecteurs
considérés comme deux vecteurs colonnes.
b, 0
, . T
LC = (a’l a’2 a’n) X '2 :LC :albl +a2b2+...+anbn = Zakbk >
k=1 0
b, -
A
m
a
1 ! -
Exercice 3 : Calculer (1 2 .- n) P et (1 2 - n) ]
1 :
n

>
—l
2
(@)
m
n

Définition 6 : Le produit de la matrice A € ., ,(K) par la matrice B € ., ,,(K) est égal a la

matrice C = (¢;;) € A4, ,,(K) dont chaque coefficient c;; est égal au produit scalaire de la i“™ligne

de la matrice A par la j*™ecolonne de la matrice B :

p
v (i57) € [1;n] x [1;m], Cij = aikbkj' = ailblj + ai2b2j +...+ a’ipbpj
k=1

En particulier, ’ensemble .#,, (K) est stable par produit.

4 -1 5
S RS I PP
2 -1 3/ B

2 0 2

2 1
Exemple 6: |1 3
2 0

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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D RN
bll b12 cee I blm
.......... |
bQ‘l’ ! 622 N b2m
bpl bpz - 4)|\pr bpm
X "N
(\}Y
L
I
X
o
C C Cqs .. C
] 11 C12 15 1m
aqq 0/12. alp
: Ca1  Co2 Ca; Com
Qo1 Q9h Qop,
N
i T L SN
|a11 ai2 aipl cil Ci2 I Cij A Cim
__________ 7 \ /
. . . E . ~
a a a )
nl n2 np
Chl Cpa -+ Cpj o Com

Figure XIII.2 — Produit matriciel

Remarques :

— La matrice de gauche détermine le nombre de lignes tandis que celle de droite, celui des colonnes.

ATTENTION

o o . . . v N
Le produit a droite d’une matrice par un vecteur colonne est un vecteur colonne et le produit a
gauche d’une matrice par un vecteur ligne est un vecteur ligne.

le nombre de colonnes de la matrice de gauche doit étre égal au nombre de lignes
de la matrice de droite sinon le produit n’est pas défini.

Exercice 4 : Effectuer les sommes et produits possibles de matrices entre :

0 1 35 4 100
1.LA=(1 2 —-1)etB=]| —1 2.A:<250>etB: 00 1
3 010

Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.

En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous
ATTENTION deux définis mais pas de la méme taille.

Mais, méme dans le cas ou AB et BA sont définis et de la méme taille, on a, en
général, AB # BA. Les exemples suivants sont a retenir afin d’éviter d’écrire des
bourdes.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exemple 7 (AB # BA) :

CCO=(22) = (O

10 2
29 —2/°

Exemple 8 (AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0) : Il peut arriver que le produit de deux ma-
trices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0.

Les matrices A et B sont alors appelées des diviseurs de zéro.

A= (2 1) B=(2 ) ean=(""?).
0 5 0 0 0 0

0

L

>

9

Exemple 9 (AB = AC n’implique pas B = C) : On peut avoir AB = AC et B # C. -]
m

A= (Y71 B=(? ) c=(??) e aB=ac=(" %), >

0 3 5 4 5 4 15 12 -

) , (=10 (1 2 >
Exercnce5.801entA—( 3 1>etB_(2 _1). -
A

Résoudre AX = B dans M, (R). E
m

n

Exemples 10 (Lignes d’une matrice) : Soient A = (a,;) € 4, ,(K) et i € [1;n] et j € [1;p].

(0 oo Il ooc 0) X A= <aj1 ajp) est la j°™ ligne de A.

a la position j

En particulier, E

S S = L; | en notant L; = (%‘1 ajp>_

a la position %

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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e A

Exemples 11 (Colonnes d’une matrice) :
Soient A = (a,;) € A, ,(K) et i € [1;n] et j € [1;p]

Qg

Ax 1] = : est la i®™€ colonne de A.

a la position %

:<O - 0 C, 0 - O) en notant C; =

bl ani

a la position j

En particulier, A X E, ; ,

Exercice 6 : Calculer E, ; X E; ;.

THIX F3HLIdVHD

Proposition 4 (Produit d’une matrice par un vecteur colonne) : Z
Soit A € A, ,(K) dont les colonnes sont notées Ay, ..., A,,. >
Z, ;

Pour tout X =] : [ €K’ on a: a
Z, m

p wn

AX = Z;’z:;‘,Ak e K.
k=1

Autrement dit, le produit d’'une matrice A par un vecteur colonne est une combinaison linéaire des

colonnes de A.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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app G o Ay T
Qg1 Qg - Qg Lo
AX = | 11
Ap1 Qpg 0 Qpyp Lp
P
Z ATy
k=1
a1 + A19To + ”'alpwp »
A91T1 + Aoy + - Aoy T, Aok, -
k=1
Ay 1T+ Aoy + oo App Ty, ,
Z Ap T
k=1
0
, e . L
Figure XIII.3 — Produit (& droite) d’une matrice par un vecteur colonne. >
1
_l
Proposition 5 (Propriétés algébriques de la multiplication) : Py
Lorsque celui-ci est possible, le produit de deux matrices est : m
Associatif : A(BC) = (AB)C = ABC. X
Bilinéaire : A(AB+ C) = AAB + AC et (AB+ C)A = ABA + CA. -
Non commutatif : AB # BA en général. )
Soit A € A, ,(K). Z
Elément neutre : AL, =1,A =A. EI
Elément absorbant : (0)ynA = (0),,, et A(0), , = (0),,,, VYm,qge€N". 0
@)
m
wn
. . . b
Exercice 7 : Trouver les matrices qui commutent avec A = (g ) .
a

11.4 Transposition d’une matrice

Définition 7 : La transposée d’'une matrice A € ., ,(K) est la matrice de .7, ,(K), notée AT ou
anciennement ‘A, obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de la matrice A.

AT = (a;;) € M, (K).

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1 4
Exemple 12 : Si A = (i :2)) 0 > alors AT=12 3
B 0 —1

Remarque : La transposée d’un vecteur colonne est un vecteur ligne et réciproquement :

1
-
(1 2 0) =2
0
Proposition 6 (Propriété de la transposition) :
Linéarité : Pour tous A, B € ., ,(K) et A € K, (AA + B)' = AAT +BT. 9
Involutivité : Pour tous A € ., ,(K), (AT)T = A. >
Contravariance : Pour tous A € .7, ,(K) et B € .4, ,.(K), (AB)' =BTAT. 0
-]
)
m
Définition 8 : Soit A € ., (K). 4
— On dit que A est symétrique si, et seulement si AT = A autrement dit : -
Vi, e [1;n], a;; = ay.

On note .7, (K) I’ensemble des matrices symétriques a coefficients dans K. E
— On dit que A est anti-symétrique si, et seulement si AT = —A autrement dit : -]
. )
Vi, e [1;n], a;; = —ay. A
m
On note 7, (K) I'ensemble des matrices anti-symétriques a coefficients dans K. »n

Remarques :
— Les matrices symétriques sont donc les invariants de la transposition.
— En particulier, les coefficients de la diagonale d’une matrice anti-symétriques sont nécessairement
nuls.

— De plus, ., (K) N7, (K) = {04 4}

0o -1 7
Exemples 13 : < 1 _41> e AHMR)et | 1 0 3| €dR).
-7 =3 0

Exercice 8 : Soit A une matrice carrée a coefficients dans un corps K.

1. Démontrer que AT A est symétrique.
2. Démontrer que A? est symétrique si A est symétrique ou antisymétrique.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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ITI/ L’algébre des matrices carrées .7, (K)

II1.1 Matrices diagonales et triangulaires

Proposition 7 (Produits et combinaisons linéaires de matrices diagonales) :
2,,(K) est stable par combinaisons linéaires et par produit matriciel.

e VA,Be 2,(K),VAeK, M+Be g, (K).

o) B Aoy + B4
A + : = -
Qn “811, )\(}'n, + egn,

) o 0
e VA, Be 7,(K), ABEe Z,(K). T
>
- 5
an “BH, a, “BH, x
m
‘ a

Remarque : Pour économiser de la place on trouve souvent I’écriture D = abrégée en
o, <
D = diag(ay, ..., a,,). Tout le monde comprendra... El
A
Exercice 9 : Déterminer {A e M, K)/¥YDe2,(K),AD = DA}. I("ﬂ’
n

Proposition 8 (Produits et combinaisons linéaires de matrices triangulaires) :
T, 5(K) est stable par combinaisons linéaires et par produit matriciel.

— VA Be J,5(K),YA€K, M +Be T, 5(K).
VA,Be 7,4(K), ABeJ,(K).

A  *x Kk ok bjy, * * % a11b14 * * *
0 ayp * & 0 by * x| 0 dgoboy  * *
: . * : . . * : . . *
0 - 0 a,, 0 - 0 b, 0 v 0 a,,b,,

En particulier, les termes diagonaux du produit sont les produits des termes diagonaux i.e.

Vie([l;n], (AB);; = a;;b

AN

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Les résultats sont similaires pour les matrices triangulaires inférieures. [

I11.2 Puissance d’une matrice carrée et binome de Newton

Définition 9 : Soient n € N* et A € ., (K).
On définit pour tout k € N la puissance k™ de A par récurrence :

AC=T,

VEeN, AFT=AAF=AxAx..xA,
k+1 fois

Remarques : @)
— On ne peut définir de puissance k£“™¢ que pour des matrices carrées. g
— Pour tout k,1 € N, on a AFAl = AlAF = AR+ Be
— Cependant, en général, pour A et B dans ., (K), on a (AB)? # A?B2. On peut seulement affirmer :I

que (AB)? = ABAB. -
m
. 1 2
Exemple 14 : Soit A = . X
30 -
A2:A><A:12><12:72. z
30 30 3 6 >
_|
AazAx<AxA>:(; §)x(; g):(;j 1;). =
@)
m
wn
0 1 2 1 1 2
Exercice 10 : Soient N=] 0 0 1 JetA=]| 0 1 1 [.
0 00 0 0 1
Calculer N™ et A™ pour tout n € N.

|1]. Le cas inférieur s’en déduit par transposition.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Corollaire 8.1 :
Soit p € N.
p
(diag(al, ,Ozn)> = diag(af, ..., ab).
€l
a;;  x ox x P aly o+ x &
0 a * % p
Vpe N, 22 _| 0 ayn x %
* c *
0 0 a,, 0 0 ab,
7
= 0 0 v 0 0
Exemplel5: | o V2 o =] 0 23v2 0
0 O i 0 0 —1i

Théoréme 9 :
Soient A et B deux matrices carrées de .#,,(K).

Pour tout entier p € N, si AB = BA alors :

(A+B) = zp: <Z> AF x Bk

(Bindéme de Newton).

k=0
p—1 p—1
AP —BP = (A —B) (Z AkBp—l—k> = (Z AkBp—l—k) (A —B).
k=0 k=0

(Factorisation de AP — BP).

Si A et B ne commutent pas i.e. AB # BA alors

(A+B)* = (A+B)(A+B)

ATTENTION

Et,

(A+B)(A—B)=A? - AB+BA —B? £ A? —B?! ...

=A% + AB+BA +B2? + A% +2AB+ B2 ...

Exemple 16 : Comme toute matrice A € ., (K) commute avec I, on a :

p
—1
<A+In)P:Z p Ak:Ap_i_pAP*l_i_p(p )Ap72++pA+In
=0 \k 2
p—1
I, —AP = (I, —A)) AF=(I,—A) (AP + AP 24  +A+I).
k=0

F. PUCCI

Lycée Jules Garnier
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PTSI VINCI - 2025 III. L’ALGEBRE DES MATRICES CARREES .7, (K)

Ce théoréme est particulierement intéressant dans le cas des matrices dites, nilpotentes :

Définition 10 (Matrice nilpotente) : Soit A € .Z,,(K).
On dit que A est nilpotente si Ap € N* tel que AP = 0., (x)-
Le plus petit entier p pour laquelle cette identité est vraie est appelé ’indice de nilpotence de A :

p=min kN AF =00}

Par définition de I'indice de nilpotence, pour tout matrice N nilpotente d’indice p,

Vk<p, NN£0, 4 e Vk=p, N =0, .

Exemple 17 : La matrice (

o O O
o o=
oS = O

) est nilpotente d’indice 3.

Exercice 11 : Déterminer toutes les matrices carrées d’ordre n qui sont a la fois nilpotentes et
idempotentes (i.e. A2 = A).

Méthode 1 (Calcul de la puissance d’une matrice) :
Dans les cas ou A peut de décomposer comme la somme de deux matrices qui commutent, on
pourra utiliser la formule du bindme de Newton.

En particulier, si A = A, + N o N est une matrice nilpotente.

1 0 O
Exercice 12 : Soilent A= |0 1 1| etJ=
1 0 1

= o O
o O O
S = O

1. Calculer J”, n € N*.
2. En écrivant A = I3 + J, calculer A”, n € N.
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IV / Matrices inversibles et ¢[ (K)

Définition 11 (Inverse d’'une matrice) : Une matrice carrée A de ., (K) est dite inversible (ou
réguliere) si, et seulement si il existe une matrice carrée B de ., (K) telle que :

AxB=BxA=1I,.
Si A n’est pas inversible, on dit que la matrice A est singuliére.

L’ensemble des matrices inversibles de .#,, (K) est appelé le groupe linéaire d’ordre n sur K. On le
note ¢1,, (K).

0

Exemples 18 : T

1 1 3 -1 -1 3 >

— Les matrices A=]1 —1 0| etB=|—-1 —2 3 | sont inverses 'une de 'autre. E

10 1 1 1 -2 -

11 11\ 1 -1 A

o _ - m

(3 )emme (1) (1 70) ><

Proposition 10 : Z
Soit A € A, (K).

>

Si A est inversible alors sa matrice inverse est unique. On la note A~!. 5'

@)

m

Remarque : wn

1 1
— On retrouve la définition de I'inverse d’un réel x non nul i.e. le nombre 7! = — tel que z x — = 1.
x x

La matrice unité I,, joue ici le réle du 1 dans R.
— (C’est un fait général pour tout monoide associatif.

Exemples 19 :
— La matrice I, est inversible avec I,1 =1,,.
— La matrice nulle 0, ) n’est pas inversible.
— Ae¥l,(K) <= VIXeK, N €91, (K) et, dans ce cas, (AA)~1 = ATAL
— Une matrice nilpotente n’est pas inversible.

~1
1 1 1 1 1 —1
Exemple 20 : (0 1)6§4l2(ﬂ<)et<0 1) —(0 1 )
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Dans ., (K), a la différence de R ou C, il existe des matrices non nulles comme

ATTENTION 10 . . .
0 qui ne sont pas inversibles.

0

Exercice 13 : Montrer que toute matrice carrée qui possede une ligne ou une colonne nulle N’est
PAS inversible.

i 4 0
Exemple 21 : A = ( 2+1 51 0 ) ¢ 915(C).
3—i 6 0

3 1 —1 (@)

Exercice 14 : Soit A= 1 3 -1 |[. I
11 1 >

1. Calculer A2 — 5A. E

2. En déduire que A € ¥4i5(K) et calculer A~ ;-UI
m

X

Méthode 2 (Inverser une matrice avec un polynéme annulateur) : -_
Soit A une matrice et P un polynéme annulateur de A dont le terme constant est non nul. Alors, .
— A est inversible, Z
— On trouve 'expression de A1 & partir de I'expression P(A) = 0.4, (k) en isolant le multiple de >
I,, et en factorisant par A. =

A

@)

Théoréeme 11 (Opérations sur les matrices inversibles) : (I';I)

Soient A, B € 41, (K).

Involutivité : A~! est inversible et (A‘l)f1 =A.

Produit : AB est inversible et (AB)™! = B~1A1

Puissance : Pour tout k € Z, A* est inversible et (A’“)*1 = (A‘l)k.
Transposition : AT est inversible et (AT)f1 = (A‘l)T.

On retiendra donc que ¥1,(K) est stable par inverse et produit : (gln([K), x) est, comme son nom
lindique, un groupe (non commutatif).
(AB)"! =B tA"l £ A IBL.
ATTENTION Rappelez vous que la multiplication dans ., (K) n’est pas commutative :
(A7'B7!) (AB) ne donne rien.

PRSI | A ct B inversible >><C A + B inversible.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier




PTSI VINCI - 2025 IV. MATRICES INVERSIBLES ET ¥1,,(K)

IV.1 Inversibilité des matrices d’ordre 2

Définition 12 (Déterminant d’une matrice) : Soit A € .#,(K) une matrice carrée d’ordre 2, on
appelle déterminant de la matrice A, noté det (A), le scalaire tel que :

a b

C

SiA= (a Z) alors det (A) = = ad — bc.

C

Exemple 22 : Si A = 13 alors det (A) = 13 =4x1-2x3=-2.
2 1 2 1
0
L
Théoréeme 12 (Inverse d’une matrice d’ordre 2) : >
Une matrice carrée d’ordre deux est inversible si, et seulement si son déterminant est différent de 0. O
VA € My(K), A7t existe <= det(A) # 0. ;_UI
On a alors : 2
. a b _ 1 d —b
A= lors A= = : XIII.1 —
o <c d) o det (A) (—c a ) ( ) o
4 3 >
Exemple 23 : Déterminer la matrice inverse de la matrice A = . ;_UI
. o @
1. On calcule : det (A) =4 x 1 —2 x 3 = —2 # 0 donc la matrice A est inversible. m
2. La condition d’inversibilité remplie, on applique la formule (XIIL.1) : n
1 3
1 _ _- 2
B 1 —2

Exercice 15 :
1. Soit M € ., (K) et P € ¢1,,(K). On pose D = P~1MP.

Montrer que ¥k € N, M¥ = PD*P~!.

. 0 1 1 —1
2. SmentM—(2 _1>etP—<1 9 )

Déterminer P! et calculer D = P~ 1MP.
3. Calculer M*, Vk € N.
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Méthode 3 (Calcul de la puissance d’une matrice) :
B Si D est diagonale avec D = diag(ay, ..., «a,,) alors

DF = diag(aF, ..., ak).

B Si A est semblable & une matrice diagonale i.e. 3P € ¥4I, (K) telle que A = PDP~1, alors :

VkeN, Ak = PD*P-L.

IV.2 Inversibilité des matrices diagonales et triangulaires

Théoréeme 13 (Matrice diagonale) : '@
Soient ay, .., a,,, B; € K. T
Qg R
est inversible si, et seulement si Vi € [1;n], a;; # 0 et alors : :l
a,, )
m
1 1
i o X
a,, a;l .
. S . )
Théoréme 14 (Matrice triangulaire) : —
Une matrice triangulaire A est inversible si, et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non (I'R
nuls. w
Dans ce cas, A~! est aussi triangulaire de méme type et ses coefficients diagonaux sont exactement
les inverses des coefficients diagonaux de A.
1 1
ay, Kk x K ay;  x ok x
0 ayp x * |0 ayy * *x
'.' * . . . S
0 0 @y 0 0 a;}l
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IV.3 Trace d’une matrice

Définition 13 (Trace d’une matrice carrée) : Soit A = (a € M, (K).

i )1<i,j<
On appelle trace de A et on note tr (A) la somme des éléments diagonaux de A :

tr(A) = i Gy

=1

Exemples 24 :
mtr(l,) =n
-4 0 8 O
mSiA= 2 —1 14 ] alorstr(A)=—4—-1+4+13=38. T
5 9 13 >
B Si A € @, (K), alors tr (A) = 0. R
_|
A
Proposition 15 (Propriété de la trace) : m
a
Linéarité : Pour tous A, B € ., (K) et A € K, tr (AA + B) = Atr (A) + tr (B). p—
Produit : Pour tous A € %, ,(K) et B € .#,,,(K), tr (AB) = tr (BA).
>
Remarques : ;_UI
— Lorsque qu'une matrice A est semblable & une matrice B i.e. il existe une matrice P inversible, dite = $=
_p-1 . (@)
de passage, telle que A = P7'BP, on a alors : M
n

tr (A) = tr (P7'BP) = tr (P~'P)B) = tr (B) .

On dit, pour cela, que la trace est un invariant de similitude.
— C’est ce résultat qui motive la définition (11) seulement sur les matrices carrées.

En effet, soit A € ., ,(K) une matrice rectangulaire. Si rien n’empéche, en théorie, de définir un
inverse B € ., ,,(K) de A a partir des relations AB =1, et BA = I,, on aurait cependant un petit
soucis car :

n=tr(I,) = tr (AB) = tr (BA) = tr (I,) = p.

Exemple 25 : L’équation matricielle AB —BA = I, d’inconnue (A ;B) € ., (K)? n’a pas de solution
car pour toutes matrices A, B de ., (K) :

tr (AB—BA)=tr(AB) —tr(BA)=0#n=tr(1,).
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