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Équations différentielles linéaires

1. Déterminer l’ensemble des réels 𝑥 ∈ ℝ solutions de 1
𝑥

⩽ 1
𝑥 + 1

.

Pour ne pas faire de bêtises, le mieux est de factoriser et de résoudre, pour 𝑥 ≠ 0, −1 :

1
𝑥

− 1
𝑥 + 1

⩽ 0 ⟺ 1
𝑥(𝑥 + 1)

⩽ 0.

𝒮 = ]−1 ; 0[ .

2. Donner les solutions générales de l’équation différentielle 𝑦′ + 2𝑦 = 3 cos(𝑥) − sin(𝑥) sur ℝ.

— Les solutions de l’équation homogène sont de la forme :

𝑦H ∶ 𝑥 ⟼ 𝜆 e−2𝑥, 𝜆 ∈ ℝ.

— Cherchons une solution particulière sous la forme 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 𝜆 cos(𝑥) + 𝜇 sin(𝑥) :

∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝑦𝑝(𝑥) = 𝜆 cos(𝑥) + 𝜇 sin(𝑥)
𝑦′

𝑝(𝑥) = 𝜇 cos(𝑥) − 𝜆 sin(𝑥)

𝑦𝑝 est solution particulière si, et seulement si

𝑦′
𝑝 + 2𝑦𝑝 = 3 cos(𝑥) − sin(𝑥)

(𝜇 + 2𝜆) cos(𝑥) + (−𝜆 + 2𝜇) sin(𝑥) = 3 cos(𝑥) − sin(𝑥) ⟺
⎧
⎨⎩

𝜇 + 2𝜆 = 3
2𝜇 − 𝜆 = 1

⟺
⎧
⎨⎩

𝜆 = 1
𝜇 = 1

Une solution particulière est 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ cos(𝑥) + sin(𝑥).
— Les solutions générales sur ℝ sont donc de la forme :

𝑦 ∶ 𝑥 ⟼ cos(𝑥) + sin(𝑥) + 𝜆 e−2𝑥, 𝜆 ∈ ℝ.

3. Déterminer les solutions réelles de l’équation 𝑦″ + 2𝑦′ + 4𝑦 = 0.

(E𝑐) ∶ 𝑟2 + 2𝑟 + 4 = 0 a deux solutions −1 ± 𝑖
√

3.

𝒮ℝ = {𝑥 ⟼ e−𝑥 [𝑘1 cos (𝑥
√

3) + 𝑘2 sin (𝑥
√

3)] , (𝑘1 ; 𝑘2) ∈ ℝ2}

4. Déterminer les solutions complexes de l’équation 𝑦″ − (2 + 𝑖)𝑦′ + (1 + 𝑖)𝑦 = 0.

(E𝑐) ∶ 𝑟2 − (2 + 𝑖)𝑟 + (1 + 𝑖) = 0 a deux solutions 1 + 𝑖 et 1.

𝒮ℂ = {𝑥 ⟼ K1 e(1+𝑖)𝑥 + K2 e𝑥, (K1 ; K2) ∈ ℂ2} .

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Équations différentielles linéaires

1. Déterminer l’ensemble des réels 𝑥 ∈ ℝ solutions de 𝑥
𝑥 + 1

⩾ 𝑥 + 2
𝑥 + 3

.

Pour 𝑥 ≠ −1, −3, 𝑥
𝑥 + 1

⩾ 𝑥 + 2
𝑥 + 3

⟺ −2
(𝑥 + 1)(𝑥 + 3)

⩾ 0.

𝒮 = ]−3 ; −1[ .

2. Donner les solutions générales de l’équation différentielle (𝑥 − 1)𝑦′ − 𝑥𝑦 = 2 + 𝑥 + 2𝑥2 sur ]1 ; +∞[.

— Comme 𝑥 − 1 ≠ 0 sur ]1 ; +∞[, la fonction 𝑥 ⟼ 𝑥
𝑥 − 1

= 1 + 1
𝑥 − 1

est continue sur ]1 ; +∞[ et les
solutions de l’équation homogène sont de la forme :

𝑦H ∶ 𝑥 ⟼ 𝜆(𝑥 − 1) e𝑥, 𝜆 ∈ ℝ.

— Cherchons une solution particulière sous la forme 𝑦𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 :

∀ 𝑥 ∈ ]1 ; +∞[ , 𝑦𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏
𝑦′

𝑝(𝑥) = 𝑎

𝑦𝑝 est solution particulière si, et seulement si

(𝑥 − 1)𝑦′
𝑝 − 𝑥𝑦𝑝 = 2 + 𝑥 + 2𝑥2

(𝑥 − 1)𝑎 − 𝑥(𝑎𝑥 + 𝑏) = 2 + 𝑥 + 2𝑥2

−𝑎𝑥2 + (𝑎 − 𝑏)𝑥 − 𝑎 = 2 + 𝑥 + 2𝑥2 ⟺
⎧{
⎨{⎩

−𝑎 = 2
𝑎 − 𝑏 = 1
−𝑎 = 2

⟺
⎧
⎨⎩

𝑎 = −2
𝑏 = −3

Une solution particulière est 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ −2𝑥 − 3.
— Les solutions générales sur ]1 ; +∞[ sont donc de la forme :

𝑦 ∶ 𝑥 ⟼ −2𝑥 − 3 + 𝜆(𝑥 − 1) e𝑥, 𝜆 ∈ ℝ.

3. Déterminer les solutions réelles de l’équation 𝑦″ + 14𝑦′ + 49𝑦 = 0.

(E𝑐) ∶ 𝑟2 + 14𝑟 + 49 = 0 a une solution double : −7.

𝒮ℝ = {𝑥 ⟼ (𝑘1𝑥 + 𝑘2) e−7𝑥, (𝑘1 ; 𝑘2) ∈ ℝ2}

4. Déterminer les solutions complexes de l’équation 𝑦″ − 2(1 + i )𝑦′ + 2 i 𝑦 = 0.

(E𝑐) ∶ 𝑟2 − 2(1 + i )𝑟 + 2 i = 0 a une racine double 1 + i .

𝒮ℂ = {𝑥 ⟼ (K1𝑥 + K2) e(1+𝑖)𝑥, (K1 ; K2) ∈ ℂ2} .

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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