C/@a/po'éme

X1V Suites de référence

Dans tout ce document, K désignera le corps des scalaires R et C.

I/ Suite arithmétique

Définition 1 : Une suite (u,,),cy est dite arithmétique lorsqu’il existe un scalaire r tel que :

vVneN, u, ; =u, +r.

Le nombre réel r est appelé la raison de la suite (u,,),,cn-

Exemples 1 :

— La suite des entiers naturels : vy =0, u; =1, .., v, =n, ..

— La suite des multiples de 3 : uy =0, u; =3, ..., v, = 3n, ..

Preuve : Histoire de réviser le raisonnement par récurrence, montrons le dernier résultat.

On suppose m € N fixé et on montre que la propriété 2, : u,, + ... +u, = (n—m+1) x w
vraie pour tout n € N plus grand que m.
u
1. Pour n.=m, on a bien (D — X +1) x w =1x X ™ = u,, donc P,, est vérifiée.

2. Supposons qu'il existe un entier k > m, tel que P, soit vérifiée i.e.

U,, + Uy

Upy + oo +up = (E—m+1) x 5
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Montrons que ;. ; est vérifiée sous cette hypothese i.e.

Upy + oo F U+ Uy =(k+1—m+1) x %
Or, u,, +...+u,+u,, =k—-—m+1)x umT—i_uk+uk+1
(k—m+1)(u,, +uy) + 2up,y
- 2
(k—m+1) (u,, +u,)+ upq +u, + (k+1—m)r
- 2
(k—m+1) (u, + up +7)+upq +u,
B 2
(b —=m+1) (U + Upyy ) + Uppq + Uy,
- 2
(b —m +2) (U, + Upeyq)

2

La relation 7, ; est donc vérifiée et la propriété est héréditaire.
3. La propriété P est donc initialisée au rang m et héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N,
plus grand que m.

Méthode 1 (Montrer qu’une suite est arithmétique) :
Une suite est arithmétique si, et seulement si Vn € N, u,, ., —u, = r donc, pour montrer :

, . : ans . .

— qu’une suite (u,,),cy est arithmétique de raison r, on exprime, pour n quelconque, u,, ,; — u,
indépendamment de n.

— qu'une suite (u,),cy n'est pas arithmétique, on trouve deux entiers m et n tels que

Upt1 — Uy :/é Upt1 — Up-

II/ Suite géométrique

Définition 2 : Une suite (u,,), oy est dite géométrique lorsqu'’il existe un scalaire ¢ tel que :

VneN, u, ; =u, Xq.

Le nombre réel ¢ est appelé la raison de la suite (u,,),,cp-
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Uy (n—m+1)siqg=1.

— = Uy g = U, X = — | u, =u,, X ¢ ™ 1 —gnmtl
Up, s nd) 4 Upy, " m 4 u,, X —1q sig#1
—q

Preuve : De méme pour une suite géométrique de raison ¢, le raisonnement est identique en plus facile.

On pose :
1_qn+1—m
?ni um—I——i—un:umxl—_q

pour g # 1, le cas ¢ = 1 étant trivial.

1_ q><+17>3<+1 B ><

1 Uy, =u,,. La propriété est initialisée.
e >

2. Supposons qu'il existe un entier k& > m tel que P, soit vérifiée. On a alors :

"AIX JH4LIdVHD

1. Pourn =m, on a: u,, X

1— qk+1—m

I—¢q
1— k+1—m
= U, X —q q + Uk+1 + qk+17m Uy,

um+“'+uk+uk+1 = Uy, X +uk+1

1— qk+1—m 4 (1 _ q)qk+1—m

I—q
1— qk‘+1—m 4 qk+1—m _qk+1—m+1

-

1—gq

-

1— qk+2—m

1—g¢q
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La relation ;. ; est donc vraie sous I'hypothése ;. La propriété est héréditaire.
3. Initialisée au rang m et héréditaire, la relation P est donc vraie pour tout n > m.

Méthode 2 (Montrer qu’une suite est géométrique) :
1

u
Une suite est géométrique si, et seulement si Vn € N, u,, # 0 et —+
u'ﬂ

= ¢ donc, pour montrer :

— qu’une suite (u, ),y €st géométrique de raison ¢, on montre que u,, n’est jamais nul et on
n+1

exprime, pour n quelconque, indépendamment de n.
n
— qu’une suite (u,, ),y D'est pas géométrique, on montre que u,, s’annule pour un certain n ou

u u

. 1 1

on trouve deux entiers m et n tels que —* £ L
u

m n

3n+1

Exercice 1 : Soit (u,,),,cy définie Vn € N par u,, = oo

1. Montrer que (u,, ),y est géométrique et préciser le premier terme et la raison.
n+2

2. Calculer, Vn € N, Z Up,.
k=1
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III/ Suite aritmético-géométrique

Définition 3 (Suite arithmético-géométrique) : Pour tout couple de scalaires (a;b) avec a # 1, on
appelle suite arithmético-géométrique toute suite (u,, ), définie par la relation de récurrence :

Upp1 = OU,, + b

Remarque : Si a = 1, on retrouve une suite arithmétique et si b = 0, une suite géométrique.

Théoreme 1 :
Soit (u,, ),y une suite arithmético-géométrique définie par u,, . ; = au,, + b avec a # 1.

b
1—a’

Alors VneN, w, =a"(uy—c)+c avec c=

Le réel ¢, solution de I’équation x = ax + b, est appelé point fize de la suite.

Preuve :
1. On commence par résoudre I'équation x = ax + b dont |'unique solution est

b
1—a

CcC =

Remarque : c est appelé « point invariant » ou « point fixe » de la fonction f associée a (u,,),,cy :

x > ax +b. On verra plus tard que c est I'unique candidat a la limite de (u,,),,c\-
2. On introduit alors la suite auxiliaire (v,,),,c,y définie par :

v, =u, —C.
(a) La (v,,),en est géométrique de raison a.
En effet, des deux équations :
Uppp = au, +0b
¢c = ac+b
i —¢ = alu, =0

on obtient, par soustraction v,,,; = av,,. La suite (v,,),,c) est donc bien une suité géométrique
de raison a et de premier terme v, = u, — c.

(b) On en déduit :

VneN, v, =a"v,=a"(uy—-c).
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3. On revient enfin a la suite initiale : Vn e N, wu, =v, +c.
b
1—a

Conclusion : Vn e N, wu, =a"(ug—c)+c avec c=

Remarque : La démonstration montre que la suite définie par v,, = u,, — c est une suite géométrique de
raison a.

Méthode 3 (Plan d’étude d’une suite arithmético-géométrique) :
En pratique, en présence d’une suite arithmético-géométrique, on présentera les calculs de la fagon
suivante :

1. Recherche du point fixe ¢ solution de ’équation ax + b = x.

2. Vérification que la suite (v,,),,cn définie par Vn € N, v,, = u,, — ¢ est une suite géométrique.

3. Conclusion : expression du terme général u,, .

Exercice 2 : On consideére la suite {

1. Déterminer le réel a pour que la suite (v,, )¢y définie par v,, = u,, + a pour tout entier naturel
n soit géométrique.

2. Exprimer alors v,, puis u,, en fonction de n € N.

3. Calculer les sommes vy + v + ... + v PUis uy + u; + ... + uqq.

IV / Suite homographique

Définition 4 (Suite homographique) : On appelle suite homographique toute suite définie par la

relation de récurrence :

b
unH:ZZ:j__d avec ad — be # 0.

Remarque : Si ad — bc = 0, alors, de méme que la fonction homographique (u,,),,cy €st une suite
constante.

On commence ici aussi par chercher les points fizes de la fonction associée i.e. les solutions de I’équation :

axr +b 9
— — —b=0. H
T = = cz®—(a—d)x—b=0 (Hom)

Proposition 2 :

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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1. Si (Hom) admet deux racines distinctes « et 8 alors la suite (v, ), définie par v,, = tn (\))
U, f
S . cf+d
est géométrique de raison q = .
ca+d
2. Si (Hom) admet une racine double v alors la suite (v,,),,cy définie par v, = ! est
U, — )
2( n
arithmétique de raison r = .
a+d
ar +b
Preuve : Posons h(z) = .
cr+d
1. Supposons que (Hom) admette deux racines distinctes « et /3.
— Montrons tout d'abord que Ziz; :g = qz :g oll ¢ = Zi :::Z en utilisant que h(a) = a et
hp) =6
ar+b aa+b (az+b)(ca+d)—(ax+b)(cx +d)
h<x)_0‘:h(x>_h(0‘):cm—f—d_coz—i-d: (cz + d)(ca+ d)
hMa)—B  hx)—h(@B) ar+b af+b  (az+b)(cB+d)—(aB+b)(cz+d)
ct+d cf+d (cx +d)(cf+d)
arca + adz + bea + bd — axca — lado — bex — bd
B (cx +d)(ca+d)
axcl + adx + beS + bd — axcB — adp — bexr — bd
(cx +d)(cB+d)
ad (xr —a) — be (v — «) (x — a) (ad — be)
(cx 4+ d)(ca+d) ~ (cx+d)(ca+d)
@ (c—f) -W@—F) (@=p)(ad—bo)
(cx+d)(cf+d) (cx+d)(cf+d)

(x — a) (ad — be) y (cx +d) (e¢f+d)
(cx+d)(ca+d) (z—p)(ad—bc)

2. Supposons que (Hom) admette une racine double . Le raisonnement est identique.

r—a cB+d Tr—a«
= X = q X
T — ca+d T —
p + g
q
. Lo Uy — O, .. . p
— La suite (v,,),,c définie par v,, = vérifie alors la relation de récurrence :
-
v _un+1_a_h<un)_a_qxun_a_qv
n+1l — - - - n*
Up+1 _IB h(“n) _ﬁ un_ﬁ
. , sy . . Uy — &
La suite v,, est donc géométrique de raison g et de premier terme v, = 5
Uy —
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1 1 2
— On montre tout d'abord que @) = = 5 +1ravecr = " —:d
1 B 1 B 1 B (cx+d)(cy+d)
h(z)—~  h(z)—h(y) ax+b ay+b  (az+0b)(cy+d) — (cx+d)(ay+Db)
cx+d cy+d
B (cx+d)(cy+d) O
axcy + adx + bely + bd — axcy — lbelx — lad~y — bd T
(cx+d)(cy+d)  (cx+d)(cy+d) >
ad (x —v) —be (x —~v) (ad —bc) (x —7) E
oy +d cle—n) +cy+d ;_Ul
~ad—be T —" m
2
_ (ey+4d) " 1 +c(c*y+d) »
ad — be T —7 ad — be 2
A ce stade, c'est un peu technique : 7 est la racine double de I'équation (Hom) i.e. , en se wn
" a— : C
rappelant son cours de premiére, v = ——. On obtient alors : -_—
2c -]
m
ey +d= a‘;d. (XIV.1) |
O
m
Comme le discriminant de (Hom) est nul, on obtient aussi (d — a)? + 4bc = 0 dont on tire : -
—a)? _ dad+(d—a)? _ (d+a)? mh
ad — be = ad + (d—a) = +d—a) = (d+a) . (XIV.2) -
4 4 4 m
A
En combinant (XIV.1) et (XIV.2), on obtient alors : E
(e ) atd a
2 2
(v +d)* _ e YD o 2 (XIV.3)
ad — bc (a+d ad — bc (a+d)2 a+d
4 4
Avec (XIV.3), on obtient alors :
1 1 2¢
= + )
hz)—~ z—v a+d
— La suite (v,,),,c définie par v,, = vérifie alors la relation de récurrence :
n Y
1 1 1 n 2c n
v = = = = T,
w Upt1 — 7 h(un) -7 Up —7 a+d "
. . . 2c . 1
La suite v,, est donc arithmétique raison r = et de premier terme vy = .
a+d Uy — Y
F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Exercice 3 : On considere la suite (u,,),,c,y définie par uy =0 et u,,; = f(u, ) pour tout entier n € N

avec :

I [R\{—4} — R

20— 1
T — f(:v):x+4.

Montrer que f(]—1;4o0[) C ]—1;+o0].

Justifier que la suite (u,, ), <y est bien définie.

Montrer que 'application f admet —1 comme unique point fixe.
En déduire une expression explicite de u,, pour tout n € N.

s 29 =

Montrer que que la suite (u,, ),y €st convergente et préciser sa limite.
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Méthode
Etude d’un suite arithmético-géométrique, 5
Montrer qu’une suite est arithmétique, 2
Montrer qu’une suite est géométrique, 3

Point
fixe, 4, 5

Raison
d’une suite arithmétique, 1
d’une suite géométrique, 2
Raisonnement
par récurrence, 1

Somme
des termes d’une suite, 1, 3
Suite
arithmético-géométrique, 4
arithmétique, 1, 6
géométrique, 2, 4-6
homographique, 5

X3ANI




INDEX

INDEX

PTSI VINCI - 2025

Lycée Jules Garnier

F. PUCCI



	Suites de référence
	Suite arithmétique
	Suite géométrique
	Suite aritmético-géométrique
	Suite homographique


