Remédiation

Feuille d’exercices n°11

Remediation

1
1. Calculer a I’aide d’une intégration par parties / In(1+ 2?)dz.
0

Correction :
par parties :

/1111(1

Les fonctions x — = et @ — In(1 + z2) étant de classe € sur [0;1], on intégre

1‘2

d
2 +1 v

1 1
_2/
0 0

[az In(1 + 2?) — 22 + 2 arctan(x)}

+2?)dx = [ZL‘ In(1+ 932)]

1

0

T
In(2) — 2+ —.
n(2) +2

1 1
2. Calculer a I’aide d’un changement de variables / V1+22dx et / Vet —1dzx.
0 0

Correction : En posant x

1
/ V1+22dx
0

Posons u = v e* —1 je du =

2
% (argsh (1) +v1+ 12>
1
S(n(14+v2)+v2).
2 >
2 3
u +1 dx. (¢}
2u 9_
/1 e—1 u2 g
ex—ldx=2/ ——du 4
0 0 1 +U2 g

sh (u) i.e. dz = ch (u)du, on a:

argsh (1) 1 argsh (1)
/ ch?(u)du = = / 1+ ch (2u) du
0 2 0

argsh (1))

% {u + %sh (2u)]

% <argsh (1) + %Sh (2argsh (1)))

(argsh (1) =1In(1 + \/5))

0

L (argsh (1) + ch (argsh (1))

e—1
= [u — arctan (u) ]
0

= 2v e —1— 2arctan (\/ e— 1) .
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3. A T’aide d’un changement de variables, calculer les primitives des fonctions suivantes sur un intervalle
a préciser :

a) z x 1 2 —z+1
W e ® 7 ume Wem oy
(poser x = 2+ sin(u)) (poser z = sh (u))
Correction :
(a) Posons t =2+ sin(u) i.e. dt = cos(u) du
/oc t / 2+ sm( ) cos(u) du
\/(t—l)(?)—t /(1 + sin(u)) (1 —sin(¢))

:/ 2 + sin(u) du = 2u — /1 — sin®(u)

= 2arcsin (t —2) — /1 — (t — 2)?
= 2arcsin (t —2) —/(t —1)(3 —1).

(b) Posons t = sh (u) i.e. dt = ch (u)du et u =In (t +V1i+ t2).

/95 / ch (u) du
t_|_\/1_|_t2 sh (u —|—Ch()

u u u
1
:/ e;efdu:/ 5(1—{—e’2“)du
1 1
=3 (e=5¢)
1 1 1
= - ln<x+ 1—|—m2>—7 5 | -
2 2(:U+\/1+ac2)
T2 —t41 e 2t +1 1
———dt = 1— dt
(C)/t2+t+1 /< t2—|—t+1+t2+t+1>

2$\/—i§;1)

du

2
=z —In(2? + r + 1) + —=arctan (

V3

4. Résoudre les équations différentielles suivantes sur les intervalles précisés :

(a) V1—2a2y +y=1sur|—1,1[. (b) ch (z)y’ —sh(z)y = sh?(z) sur R.

Correction :

(a) Sur]—1;1], la fonction z est continue donc les solutions homogeénes sont de la

1
vV1—22

Yg T Aedem@) N e R,

forme

La fonction constante a 1 est clairement solution.
Les solutions générales sont donc de la forme

y:xt— 14+ Ae@sin@) N eR.
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sh (x)
ch ()

y:x = Xch(x), NeR.

(b) Comme ch (x) # 0 sur R, la fonction = +—

sont de la forme

Cherchons une solution sous la forme y, : = A(x)ch (z) ol A est une fonction dérivable

sur R.
h3 h
y,, est solution si, et seulement si \'(r) = thEg =sh (z) — csh 2((9;)) dont une primitive est
1
> ch :
55 ch(z) + b (2)

Les solutions générales sont donc de la forme :

y:x+ Ach(z) +ch?(z)+1, MR

est continue sur R et les solutions homogenes

5. Donner les solutions réelles des équations différentielles suivantes :
(a) v +2y +y=2cos? () (b) v’ +2y"+3y = ze” sin(x)
Correction :
(a) Les solutions homogenes sont de la forme
ygx— (Ar 4+ p) e, A peR.
Comme 2 cos?(z) = 1+ cos(2x), d'apres le théoréme de superposition, cherchons des solutions
particulieres des équations
v +2y +y=1 et vy’ +2y +y=cos(2z).
Pour la premiere la fonction constante a 1 est clairement solution.

Pour la seconde, cherchons une solution particuliére sous la forme, Vz € R,

Yp(x) = Acos(2x) + psin(27)
2 X y,(w) = 2pcos(2z) — 2\ sin(2x)
Y, (x) = —4X cos(2z) — 4y sin(2x)
cos(2z) = (—3\ + 4p) cos(2x) + (—4X\ — 3u) sin(2x)
3
—3A+4p=1 A= o5
— <~
AN —3u=0 .
25

Les solutinos générales sont de la forme

1
y:xr— Az+p) e +1+ 5 (4sin(2z) — 3cos(2z)), A pueR.

(b) Les solutions homogenes sont de la forme

Y P T ()\cos (x\@) + wsin (:C\/i)) e’ AueR.
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Cherchons une solution particuliére sous la forme, Vx € R,

3x y,(z) = ((aaj +b) cos(z) + (cx + d) sin(:v)) e”.
ou (AX+B) <)\ cos(z) + usin(m)) e” c'est pareil.
2% y(x)= (((a +c)z+a+b+d)cos(z) + ((c—a)x+c+d—b) sin(m)) e”
yy () = ((2036 + 2a + 2¢ + 2d) cos(x) — (2az + 2a + 2b — 2¢) sin(ac)) e
e” sin(z) = (((5a + 4¢)z + 4a + 5b + 2¢ + 4d) cos(z) + ((5¢ — 4a)x — 2a — 4b + 4c¢ + 5d) sin(a:)) e”
( 54  +4c =0 a _ _4i
1
4a +5b+2c+4d =0 — =
— — 205b + 164d — 16 + 10 05
—4a + 5¢ =1 c = —
41
—2a—4b+4c+5d=0 —164b  4+205d+ 8+420=0
4 (a=——
a T4 . 1
— 205b + 164d = 65 — 1?81
C = ﬁ c = ﬁ
L 164b — 205d = 28 _ 16
1681

Donc, a erreur de calcul pres, on peut considérer

1 ((—4:13 + Tf) cos(z) + (5:1: — 14116> Sin($>) e”.

P —

Yp 1

Et donc, les solutions générales sont sous la forme :

<<—4l‘ + Tf) cos(x) + (51‘

1
& Yar—

y:xi—>()\cos(a:\/§)+usin(x\/§>) 11

A p€eR.

Remédiation

6. Résoudre I'équation différentielle suivante sur K7

(E) : 2%y” +4xy’ + 2y = 0.
Indication : Poser x = et.
Correction : Posons z la fonction deux fois dérivable définie sur R* par
2(t) =y(e') = z(t) = y(z)
Z(t)= ey (e') = 7' (t) = zy'(x)

2"(t) = e'y’ (') + ¥y’ (&) = 2" (t) = zy'(z) + 2%y (2)
= 2"(t) — 2/ (t) = 22y" (z)
= 2" +32 +2z=1x%" +4xy +2y
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La fonction z est donc solution de d'une équation différentielle du deuxiéme ordre 3 coefficients
constants donc de la forme

zitr det+pe 2 ApeR

On trouve alors les solutions de I'équation initiale :

7. On considere I’équation différentielle
(L) : 2%y +4ay’ + (24 2?)y = 0.

(a) Résoudre 'équation (L) sur R* et R* en posant u = z?y.
(b) Existe-t-il des solutions de (L) sur R?

Correction :

(a) Suivons le méme raisonnement et posons u = 2y pour z € R. La fonction u est deux fois
dérivable sur Reton a: Vz € R",

2 u
U=y <= y=—
x
U
u/—2* /
—2
u =2y + 2%y = y = 5 z _ TU - u
x 5
/
D 7 U uw'r—2u
” / 2 ” T _2ﬁ_4 xr2 x2u”—4xu’—|—6u
u” =2y +4dxy’ + 2%y’ = y" = 5 = -
x x
2.7 / ’ 2
zou” —4dzu’ + 6u +4ou’ —8u+ (2+ x°)u
= 2y Aoy +(2+2%)y= .
= 0=u"4u

La fonction u est donc solution de d'une équation différentielle du deuxieme ordre a coefficients
constants donc de la forme u : © — Acos(z) + psin(z), A, u € R.

On trouve alors les solutions de I'équation initiale sur R%. ou R* (les constantes dépendent de
+

ces intervalles) :
AL cos(x) + p sin(x)

Y:T > 2 , A iy €ER.

(b) Quelles que soient les constantes A, z, non nulles, lir% y(x) = 400 donc il est impossible de
T—
prolonger y en une solution méme continue sur R tout entier.

La seule solution sur R est donc la fonction nulle (on le vérifiera aisément).
Remarque : Si le dénominateur avait été x et non z2
. sin(x
lim (z)
z*)O . x . Yo

fonction deux fois dérivables sur R.

, on aurait pu le tenter avec A, = 0 car

= 1 mais pas la et on aurait eu, de toute maniere des soucis pour prolonger en une
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