Pour le 6 juin 2025 Devoir en temps libre n°12

Methode de variation de la constante dordre 2

On s’intéresse ici a la résolution sur I = ]0; +o00[, de I'équation différentielle :

2z
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" — ' = (14 2?)In(x). E
VoY T aY (1+2%)In(x) (E)
On notera (E;) I’équation homogene associée :  y” — 2 Yy + y=0 (Ey)
0 ' 1+ 22 1+ 22 ' 0
I. Calculs préliminaires :
2
1. Déterminer une primitive sur I de f: & — ———.
x(1+ z2)

2. Déterminer une primitive sur I de la fonction g : x — g(z) = (1 — 2?) Inx.

II. Résolution de (E;) :

3. Montrer que y; : x > z est solution de (E).

4. Soit y : I — R une fonction deux fois dérivable sur I. On définit la fonction z par :

Ve el z(x) = yf)

Montrer que y est solution de (E,) si, et seulement si z” est solution de I’équation différentielle :

zu +

=0. E’

5. Résoudre I'équation différentielle (E’).
6. En déduire I’ensemble des solutions de (Ey).

ITI. Résolution de I’équation (E) :

7. On cherche une solution particuliere de (E) sous la forme
Yp i+ Ty (2) = Mz)z + pla)(2? - 1),
ol A et u sont deux fonctions deux fois dérivables de I dans R vérifiant :

Veel, zXN(z)4+ (22 —1)u'(z) =0. (Lag,)

(a) Exprimer y,, et y, en fonction de A et p.
(b) Montrer que y, est solution de (E) si, et seulement si

Vzel, N(z)+2zxp (r)=(22+1)Inz. (Lag,)

(c) Pour z € I, montrer que X' (z) = (1 — 2?)In(z) et p’(z) = xIn(z).

(d) En déduire une expression des fonctions A et p puis d’une solution particuliere de (E).

8. Donner I’ensemble des solutions de (E).
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