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(1+ 2?)In(x). (E)

I. Calculs préliminaires :

1. D’apres la méthode standard de décomposition en éléments simples, on multiplie I’expression
par x avant d’évaluer en 0. On trouve alors :

2 2 cx+d
A R* —_—— =+ —.
TERe (22 +1) x+1+x2

La méthode est identique pour 1’élément de deuxiéme espéce : on multiplie par 1 + 22 avant
d’évaluer en i et d’égaliser parties réelle et imaginaire :

2
—=ic+d < 2i=ic+d < c=-2 et d=0.
i

On trouve finalement :

2 2 2z
VeeR, ——t _—Z2__ T
TRy z(z2+1) x 1422

Sur I, le dénominateur ne s’annule pas donc f: z +— y est continue.

z(1+ x2)

Une primitive sur I est donc

2
F: 2+ 2In(z) —In(l1+2%) =1n (@) .

Commentaires : Point de points sans préciser la continuité !
A s o . - 1 1
2. A Taide d’une intégration par parties, on vérifiera que G : x (x — §x3) In(z) —x + g%

3

convient.

IT. Résolution de (E)

3. La fonction y; est deux fois dérivable sur I et on a :

2z 2 2z 2z
Vzel, yi/(x)—myi(w)eryl(@:O—1+x2 X1+1+x2 =0

Donc, y; est solution de (E).

Commentaires : Dérivabilité avant la dérivée !

4. Comme z # 0 sur I, z, quotient de fonctions deux fois dérivables et de dénominateur ne
s’annulant pas sur I = ]0; +o0[ y est également deux fois dérivable et on a :

Veel, y(z)=zz(z)
y'(z) = 2(z) + 22 ()
y'(z) = 22" (z) + z2" (x)
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Ainsi, y est solution de (E) <:>y”71+ 2y’+1+ 5y =0
x x
= 22/(2) + 2 (2) — oy (al0) + 7' (2)) + Ty wala) = 0
(@) + 22" (1) — 5 (a(@) + a2 (2 T3 2 @) =
RLY .9
=z (x)+2H—x22(x):0
= xz(z) (z) + Wz’(x) =0
2
< 7’ est solution de zu'(x) + TRl 0. (E")

Donc, y est solution de (E) si, et seulement si 2z’ est solution de (E’).
5. Comme z # 0, la solution générale de (E’) est x — Ae @) X € R, ol A est une primitive de

2
r — ————, fonction continue sur 1.
z(1l+ x2)
D’apres (1), la solution générale de (E’) est donc :

1.2

—1In 2
1 1
T A\e (1—1—3}2 = A +23: =A<1+7>= AeR.
T T

1
2

6. 2’ est donc de la forme z — A (1 + ) i.e. z est de la forme
T

1
z: a:l—>)\<x——>+u, (A\;p) € R2.
T

Enfin, y = zz est de la forme :

yror— MNa?2—1)+pz, (M\;p) € R2

ITI. Résolution de (E)
7. (a) y, est deux fois dérivable sur I comme produit et somme de fonctions qui le sont et on a :

Veel, y,(r)= M + Az)+ o = 1) +2zu(x).

——— e
=—z )\ (x)

Vzel, y,(r) (x) 4+ 2zp(x)

et, yy(x) = N(2) + 2u(z) + 2z (2).
(b) y, est solution de (E) si, et seulement si , pour tout z € RY :

A
Donc,
A

2z 'y 2
1—|—x2yp 1—|—x2yp
2z

(z° + 1) In(z) =y, —

2 Y / 2
(2 4+ D) n(x) =N + 2u + 2zp —1+$2()\+2xu)+1+$2()\x+u($ —1))
=0 =0
—2x + 2x 24 222 — 422 + 222 — 2
2 _ )/ /
(z°+ 1) In(x) = N +2zp" + A 2 +p 12

)
(22 + 1) In(x) = N + 2zp’.

Donc, y, est solution de (E) si, et seulement si A" + 2zp = (z* + 1) In(x).
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(¢) Soit x €1, le couple (X' (x); ' (x)) est donc solution du systeme :

{x)\’(x) + (2=Dp'(z) = 0
N(x) + 2z’ (x) = (1+2?)Inz

On trouve alors X' (z) = (1 — 2?)In(x) et p/(z) = zIn(x).
(d) D’apres (2), on a déja :

3 3
Vel )\(ﬂ?):($—x3) ln(x)—x-ﬁ-%.

2

de déterminant 1 + 2 # 0.

Déterminons une primitive de p” sur I : Les fonctions t — 0l et t — In(t) étant de classe

¢! sur I, on peut intégrer par parties et on a :

t2 2

2

Vel /wtln(t)dt:[21n(t)r—/w;dt:len(x)—z+C. (CeR)

On considere la primitive pour laquelle C = 0 et on trouve :

x? x?

Vzel, w(x) = ?ln(x)—z.

Une solution particuliere de (E) sur I est donc :

Yp: =y (2) = A@)z + p(z)(2” — 1)

4 4 2 2
= (:c2 — g) In(z) — 22 + % + (xQIIl(z) .

2 1 2 5
8. D’apres ce qui précede, la solution générale de (E) sur I est de la forme :

x? 1, x? 5 9
y:xl—>?<1+§x>ln(aj)—z<3+§x)+)\(x — 1)+ px, (X

)@=

;1) € R
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