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1. Résoudre sur ℝ, l’équation différentielle (𝑥2 + 2𝑥 + 5)𝑦′ + 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥 + 5.

∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 + 2𝑥 + 5 > 0 donc sur I ⊂ ℝ,

𝑦H ∶ 𝑥 ⟼ 𝜆
√ earctan( 𝑥+1

2 )
, 𝜆 ∈ ℝ.

Cherchons une solution particulière sous la forme 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑎𝑥 + 𝑏.

𝑦𝑝 est solution si, et seulement si 𝑎(𝑥2 − 3𝑥 + 2) + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑥2 − 2𝑥 + 2 i.e. 𝑎 = 1 et 𝑏 = 0.

Les solutions générales sur ℝ sont donc de la forme

𝑦 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥 + 𝜆
√ earctan( 𝑥+1

2 )
, 𝜆 ∈ ℝ.

2. Résoudre sur ℝ, l’équation différentielle 𝑦″ − 𝑦′ − 2𝑦 = ch (2𝑥).

L’équation caractéristique admet −1 et 2 comme racine simple donc les solutions homogènes sont de la forme

𝑦H ∶ 𝑥 ⟼ 𝜆 e2𝑥 + 𝜇 e−𝑥, 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ.

Comme 2 est racine simple de l’équation caractéristique, cherchons une solution particulière sous la forme
𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥(Ach (2𝑥) + Bsh (2𝑥)).

Commentaires : On pourrait aussi chercher une solution particulière sous la forme 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥A e2𝑥 + B e−2𝑥.

On trouverait alors 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 1
6

𝑥 e2𝑥 + 1
8

e−2𝑥.

𝑦𝑝 est solution si, et seulement si 𝑦″
𝑝 − 𝑦′

𝑝 − 2𝑦𝑝 = ch (2𝑥) avec, ∀ 𝑥 ∈ ℝ,

𝑦𝑝(𝑥) = A𝑥ch (2𝑥) + B𝑥sh (2𝑥)

𝑦′
𝑝(𝑥) = (A + 2B𝑥)ch (2𝑥) + (B + 2A𝑥)sh (2𝑥)

𝑦″
𝑝 (𝑥) = (4A𝑥 + 4B)ch (2𝑥) + (4A + 4B𝑥)sh (2𝑥)

ch (2𝑥) = ((2A − 2B)𝑥 + 4B − A)ch (2𝑥) + ( … inutile ou seulement pour vérifier…)sh (2𝑥)

⟺
⎧
⎨⎩

A − B = 0
−A + 4B = 1.

⟺ A = B = 1
3

.

Une solution particulière pourra donc être 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 1
3

𝑥(ch (2𝑥) + sh (2𝑥)) = 1
3

𝑥 e2𝑥.

Les solutions générales sur ℝ sont donc de la forme

𝑦 ∶ 𝑥 ⟼ (1
3

𝑥 + 𝜆) e2𝑥 + 𝜇 e−𝑥, 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ.

Commentaires : Avec l’autre solution particulière, on aurait eu

𝑦 ∶ 𝑥 ⟼ (1
6

𝑥 + 𝜆′) e2𝑥 + 𝜇′ e−𝑥 + 1
8

e−2𝑥, 𝜆′, 𝜇′ ∈ ℝ.

Ces deux formes ont l’air différent et pourtant elles engendrent bien le même ensemble de solutions.

F. PUCCI Lycée Jules Garnier



2

Éq
ua

tio
ns

di
ffé

re
nt

ie
lle

s
lin

éa
ire

s
2

Test n𝑜17 D

Équations différentielles linéaires 2

1. Résoudre sur ]2 ; +∞[, l’équation différentielle (𝑥2 − 3𝑥 + 2)𝑦′ + 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 + 2.

Sur I ⊂ ]2 ; +∞[, comme, 𝑥 ⟼ 1
𝑥2 − 3𝑥 + 2

= 1
𝑥 − 2

− 1
𝑥 − 1

est continue, on obtient :

𝑦H ∶ 𝑥 ⟼ 𝜆 𝑥 − 1
𝑥 − 2⏟

>0

, 𝜆 ∈ ℝ.

Cherchons une solution particulière sous la forme 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑎𝑥 + 𝑏.

𝑦𝑝 est solution si, et seulement si 𝑎(𝑥2 + 2𝑥 + 5) + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑥2 + 3𝑥 + 5 i.e. 𝑎 = 1 et 𝑏 = 0.

Les solutions générales sur ]2 ; +∞[ sont donc de la forme

𝑦 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥 + 𝜆 𝑥 − 1
𝑥 − 2

, 𝜆 ∈ ℝ.

2. Résoudre sur ℝ, l’équation différentielle 𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑥 e𝑥.

L’équation caractéristique admet 1 comme racine double donc les solutions homogènes sont de la forme

𝑦H ∶ 𝑥 ⟼ (𝜆𝑥 + 𝜇) e𝑥, 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ.

Cherchons une solution particulière sous la forme 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥2(𝑎𝑥 + 𝑏) e𝑥.

𝑦𝑝 est solution si, et seulement si 𝑦″
𝑝 − 2𝑦′

𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑥 e𝑥 avec, ∀ 𝑥 ∈ ℝ,

𝑦𝑝(𝑥) = (𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2) e𝑥

𝑦′
𝑝(𝑥) = (𝑎𝑥3 + (3𝑎 + 𝑏)𝑥2 + 2𝑏𝑥) e𝑥

𝑦″
𝑝 (𝑥) = (𝑎𝑥3 + (6𝑎 + 𝑏)𝑥2 + (6𝑎 + 4𝑏)𝑥 + 2𝑏) e𝑥

𝑥 e𝑥 = (6𝑎𝑥 + 2𝑏) e𝑥

⟺
⎧
⎨⎩

6𝑎 = 1
2𝑏 = 0.

Une solution particulière pourra donc être 𝑦𝑝 ∶ 𝑥 ⟼ 1
6

𝑥3 e𝑥.

Les solutions générales sur ℝ sont donc de la forme

𝑦 ∶ 𝑥 ⟼ (1
6

𝑥3 + 𝜆𝑥 + 𝜇) 𝑒𝑥, 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ.

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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