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Théoréme 1 (Somme des entiers, des carrés et des cubes) :
Pour tout entier naturel n non nul, on a :
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Preuve : Toutes ces formules ont été démontrées par récurrence en terminale ou en début d'année
mais les démonstrations directes sont possibles a I'aide de sommes télescopiques.

On pourrait d'ailleurs, généraliser ces démonstrations aux somme des puissances p-ieme des entiers (o)
naturels. =
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Et, par télescopage Z(k‘ +1)2—k?2=(n+1)2-1.
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— Pour S,(n) on utilise la somme Z(k +1)P2 —k3=(n+1)3—1.
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En identifiant, on trouve donc S;(n) =
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et Zn:(k: +1)3 -k = zn:(SkQ +3k+1) =3Sy(n) +35,(n) + n.
k=1 k=1
Dol S,(n) = % [(n+1)3—1—3>< "(”;1)—n
= % [2(n+1)3 —2(n+ 1) — 3n(n + 1)]
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— Enfin, Z(k +1)* —k* = (n+1)* — 1 mais aussi :
k=1
zn:(k + 1) —k* = (n+1)* — 1 =4S3(n) + 6S5(n) + 45, (n) + n.
k=1
Dol 4S5(n) = (n+1)* — 1 —6S5(n) — 4S;(n) — n
=n+*—nn+1)2n+1)—2nn+1)—(n+1)
=+ 1)(n>+n?) =n?(n+1)>2
~(n(n+1) 2
sy = (")

7-1,(n,+ 1)

n 2
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