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Partie entière

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗.

On considère les deux fonctions définies pour tout 𝑥 ∈ ℝ par :

𝑓(𝑥) = ⌊𝑥
2

⌋ + ⌊𝑥 + 1
2

⌋ et 𝑔(𝑥) =
𝑛−1
∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛

⌋ .

1. (a) Montrer que ∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = ⌊𝑥⌋.

On pourra distinguer les cas où 𝑥 appartient à un intervalle de la forme [2𝑝 ; 2𝑝 + 1[ ou
[2𝑝 + 1 ; 2𝑝 + 2[.

(b) Soit 𝑚 ∈ ℕ. On définit la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ par ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

⌊𝑚 + 2𝑘

2𝑘+1 ⌋.

Montrer que, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝑚 − ⌊ 𝑚
2𝑛+1 ⌋.

(c) En déduire lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛.

2. (a) Montrer que 𝑔 est constante sur [0 ; 1[, et déterminer sa valeur.

(b) Prouver que ∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝑔(𝑥 + 1) = 𝑔(𝑥) + 1.

(c) Montrer que ∀ 𝑝 ∈ ℤ, ∀ 𝑥 ∈ [𝑝 ; 𝑝 + 1[, 𝑔(𝑥) = ⌊𝑥⌋.

(d) En déduire une expression plus simple de la fonction 𝑔 sur ℝ.
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